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Apresentação 


Este é o 8º volume da coleção Noções de Matemática, com o qual encerramos uma série de 
livros que desenvolvem os assuntos em geral estudados nos cursos de 2º Grau e que compõem os pro- 
gramas da maioria dos exames vestibulares. A finalidade de dedicar praticamente um volume para 
cada parte da Matemática é possibilitar uma abordagem mais minuciosa de cada item, com um de- 
senvolvimento lógico da teoria, mais cuidadoso e extenso do que se encontra nos compêndios usuais. 
Com isto, além de constituir material utlilizável para as aulas normais, onde o professor desenvolve 
amatéria de forma contínua, esta coleção também serve âqueles, estudantes ou professores, que dese- 
jam aprofundar-se em um dado assunto, caso em que estes livros se apresentam como fontes de consulta. 

. Apósa apresentação de cada item teórico, segue-se uma série de Exercícios Resolvidos, alinha- 
dos segundo uma segiência de dificuldade crescente, onde os detalhes da teoria são completados e 
esclarecidos. Em seguida, uma série de Exercícios Propostos convida o estudante a avaliar seu apro- 
veitamento e sedimentar o que aprendeu. Ao final de cada parte, fecha-se o assunto com uma série 
de Exercícios Suplementares. As respostas de todos os Exercícios Propostos e Suplementares encontram- 
se no final de cada volume, 

Os assuntos são assim distribuídos nos vários volumes: 


Volume 1: Conjuntos e funções 

Volume 2: Progressões e logaritmos 

Volume 3: Trigonometria 

Volume 4: Combinatória, matrizes e determinantes 

Volume $: Geometria 

Volume 6: Geometria analítica 

Volume 7: Números complexos, polinômios e equações algébricas 
Volume 8: Introdução à análise matemática 


Como sugestão para a aplicação da coleção Noções de Matemática aos cursos de 2º Grau, 
podemos fazer a seguinte divisão: 


1º série: volumes 1, 2e 3 
2º série: volumes 4 e 5 
3º série: volumes 6, 7 e 8 


Este volume 8, que encerra a coleção, revisa detalhadamente o conceito de função, apresenta- 
do no volume 1, acrescentando vários conceitos necessários às idéias de limite e de continuidade. Es- 
tes dois itens são desenvolvidos de forma minuciosa, bem como o estudo das derivadas e suas aplicações 
na variação das funções. Ao final, apresentamos uma introdução ao cálculo integral, com o intuito 
de iniciar o estudante do 2º Grau e facilitar-lhe o acesso, futuramente, aos cursos de Cálculo das esco- 
las superiores. 

Pretendemos que a coleção Noções de Matemática seja também um instrumento útil para os 
estudantes universitários que tenham necessidade de uma revisão de Matemática Elementar. 

A meta que nos propusemos ao escrever esta obra é, como já sabíamos, de difícil acesso. Trata- 
se de conciliar finalidades que exigem estratégias opostas: a simplicidade na apresentação dos assun- 
tos e o rigor no desenvolvimento lógico da teoria; a adaptação do material para uso em salas de aula 
eo tratamento aprofundado e até certo ponto completo dos diversos itens. Acreditamos ter encontra- 
do o equilíbrio indispensável para dar à obra este caráter múltiplo. 
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Capítulo 2 — Intervalos e vizinhanças 


Capítulo 3 — Função 


e so, voc ado o 
Capítulo 


Módulo de um número real 


1.1 — DEFINIÇÃO DE MÓDULO DE UM NÚMERO REAL 


Para todo número real x, o módulo ou valor absoluto de x, que se indica 
por |x|, é definido por 


Exemplos 


a) O módulo do número real 5 é 5, isto é, |5| = 5. 
b) O módulo do número real zero é zero, isto é, j0|=o. 
c) O módulo do número real —5 é 5, isto é, |-5|= — (-=55. 


Observe que, se x é positivo ou nulo, seu módulo é o próprio x; se x é ne- 
gativo, o módulo é obtido trocando-se o sinal de x. Também note que, se x = 0, 
é indiferente dizer-se |x|=x ou |x|=—x. 

Da definição resulta que o número |x | é não-negativo e que a igualdade 
|x|=0 dá-se quando, e somente quando, x=0; então 


1.2 — INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA 


A noção de módulo acarreta naturalmente o conceito de distância. 

Sobre um eixo consideremos os pontos A e B, de abscissas x e y, respecti- 
vamente. A distância entre os pontos A e B, ou entre os números reais x e y, é, 
por definição 


Alx) Bty) 
x<y — - 
y-x 
Bty) Alx) 
Observe que para todo número real x>y — = dá e — 
x tem-se Xx-Y 


e=[x-0] 


Essa igualdade significa que o módulo de x é a distância de x ao número 
zero, ou, que é a distância do ponto A, de abscissa x, à origem O. 


Exemplos 


Na figura ao lado, o número real 3 B o A 
está associado ao ponto A; o módulo ias o EH SS 7 Ed 
de 3 é a distância entre A e O. O número 
real —3 está associado ao ponto B; o 
módulo de —3 é a distância entre Be O. 3 3 


1.3 — UM RESULTADO IMPORTANTE 


q Um número real x, não-negativo, admite uma única raiz quadrada não-ne- 
“gativa, que se indica por sã. k 

Por exemplo, o número 9 possui duas raízes quadradas: 3e — 3; 0 número 3 
é a raiz quadrada não-negativa de 9 e escrevemos 


4] =n 
O leitor deve estar atento para a incorreção cometida quando se escreve 
Jg =x: essa igualdade é correta quando x é não-negativo e é falsa quando x 
é negativo; por exemplo, se x= —3, tem-se , 


fe=/CP=/9=34x 
Propriedade 


Para todo número x tem-se 


Demonstração 


Note inicialmente que x?=(—x)? e, então, x e —x são raízes quadradas 
de x?. Sex > 0, o número x é a raiz quadrada não-negativa de x esex<0,o nú- 
mero —x é a raiz quadrada não-negativa de Ra 

Como se é a raiz quadrada não-negativa de x?, tem-se 


axe =x SE Xi O 
E =-nsx<0 


e daí podemos escrever que 


4.4 — PROPRIEDADES DO MÓDULO 


Propriedade 1 


Para todo número real x, tem-se 


Demonstração 


Se xz0 tem-se 


e, como |x| =x, podemos escrever 
= |x|<x<|x] 
Se x<0 tem-se 
x<x<-x 
e, como |x|= —x, podemos escrever 
- |x|<x<]x] 


o que completa a demonstração. 


Propriedade 2 % 


Se x e y são números reais, tem-se 


Demonstração 


eyl= 6 = 7-7 = 2.7 =|x|oyl 
Uma conseqiiência imediata da Propriedade 2 é que, sendo x e y reais e 
y + 0, tem-se 


a 

dy 
x 

De fato, fazendo — = a, temos 


y 
A 
E «Iyl=lal-lyl=lacy] 


donde resulta a tese. 


del 


ly] 


x 
[= ul 
y 


l 


EE 


É claro, também, que Ee 
x 


Propriedade 3 


Se x e a são números reais e a > 0, tem-se 


Demonstração 
1.º parte 


Hipótese: |x| <a 
Tese: -a<x<a 


Inicialmente, consideremos x > 0; então |x|=x e, da hipótese, podemos 
concluir que x <a. Como a>0, tem-se —a<x e daí -a<x<a. 

Agora, se x <0, temos |x|= —x e, da hipótese, —x <a; então, x>—a. 
Como a>0, a>x, tem-se —a<x<a, o que completa a demonstração. 


2.º parte 


Hipótese: -a<x<a 
Tese: |x| <a 


Inicialmente, se x>0 tem-se | x | =x. E, como por hipótese x <a, conclui- 
se que |x|<a. 

Se, agora, x «0, tem-se | x| = — x. E, como por hipótese x> — a, conclui- 
se que —x<a e daí |x|<a. 

Observe que a Propriedade 3 esta- 
belece que |x | <a se e somente se x es- 
tiver a uma distância menor do que a, 
do número zero. 

Como|x|=a<(x=aoux= —a), podemos escrever |x | <a —a <x <a. 


Es: 


Propriedade 4 


Se x é a são números reais e a> 0, tem-se 


Demonstração 


Veja o exercício 1.15. - 


Propriedade 5 — DESIGUALDADE TRIANGULAR 


Quaisquer que sejam os números reais x e y, tem-se 


Demonstração 
A Propriedade 1 permite-nos escrever 
=|x|<x<]x] 
-|yl<y<]y] 


Somando membro a membro as desigualdades acima, temos 


—(xl+lyDb<x+y<(x+Iy) 
e, daí, usando a Propriedade 3, temos a tese 


lx+yl<|x+|yl] 


Exercícios Resolvidos 


1.1) Resolva a equação na incógnita x: |x-3/=4. 


Solução 

Há dois números reais cujo módulo é 4,4 e —4. Então, x-3=4 oux-3=-—4, 
Resolvendo as equações acima temos x=7 ou x=-—1. 

Então 


S=(7;-1) 
Observe que as soluções da equação são todos os x quê estão à distância 4 do número 3 


E pa = 


nd + E + —4 mma + 


-1 0 3 7 


RR a s 
' TE A 


, / 
| 1.2) Resolva a inequação: na incógnita x: Ix-3|<4. F; Se ba, temos máxia; b)=a; mina; bJ=be|b-al=—(b-a)=a—b; então 
ar+b+|b-a arb+(a-b 2 
4 Solução / É E I = = ) = — =a= máx (a; b) 
J A Propriedade 3 permite-nos escrever Lia? ' 
b-|b— esfi= 
dis e e to a+ | a) ar+b-(a DB temia fas Bi 
2 2 A 
e, daí —I<x<7 
k 1.5) Se x e y são números reais, demonstre que 
- Então 
S=fxelR|-1<x<7) 
, Observe que as soluções da inequação são todos os x cujas distâncias ao número 3 são meno- ad, É | 
res do que 4 
U ep jp 
b -1 o) 3 7 Solução 


: k a) Observe que podemos escrever 


k 1.3) Se x< — 3, simplifique a expressão lx-yl=|x+(- y| 


| 
| | y=/92-6+8+/9+6x+% A Então, a desigualdade triangular dá-nos 


peoyl=|x+(onl<ia+| =] 
E, como | - y| =|y|, vem a tese 
Ix=yl<|x+y] 
b) Observe que podemos escrever . 
pxl=[x=9) +53] 
Então, a desigualdade triangular dá-nos 


“Solução 


| Podemos escrever sucessivamente 


| é y= 0-3 + 0+7 


, y=[3-x]+[3 +=] 


Como x< —3, temos 3-x>0 e então [3-x|=3-x; e 3+x<0 e então 


j3+rxl=-G+0=-3-x 
Segue-se que pl=|0=y+yl<ix=yl+|y] 
y=3-x+(-3-w)=—2x Daí, |x| <|x— yl+lyl,e, finalmente a tese ] 
Finalmente, y = — 2x. lal=Iyl<ix=y] 
À ” R x jed; teri ite- e 
1.4) Sejam os números reais a e b; se à <b, definem-se 6) A (pcopipedaida Jairo ppIAnS-aNS, ESENSS 
le lyl=|xl<ly ==] 
, e, daí lyl-=|xl<ix=s] 
pal=Iyl>=|x=3] (0) 
Então, (1) e (b) dão-nos 
Assim, máx (—1;3)=3, máx (3;3)=3, min (-4;— 1)=—4 e min (3,3) =3. =|x-yl<|x=[yl<is=y] 
Verifique que asb+|b-al 
” máx (a; SR e, da Propriedade 3 
si [= Iyl|<is=s] 
) mín (a; dj = dtbld-al Y 
1 Solução 1.6) Demonstre que se |x — Xo| <+ ely-yol << então 
| Se b>a, temos máx (a; bY'=b, mín (a; bj=ae|b-a|=b-a; então [x +y)— (o +y0)l<e 
TR : = = Solução 
a+br|b-al pa+b+t Do 20 uy a idas 
] 2 2 2 Aplicando a desigualdade triangular, temos 
ar+b-|b-a| a+b-(b-a) 2a g = 
Ê = D) = =a=min (a; b) j j la +y- Go +y)l=|6-x9) + 6 -y0l<lx-zl+|y-yol<7+=s 


1.9 Determine o menor valor de M, M > 0, para que se tenha 


para todo x, tal que 2 <X <7. 


Solução 


2<xx<7=|x|>2= 


x 


Como para x = 2 tem-se 


= + dado qualquer outro M', O < M' <> a desi- 


gualdade 


1 
+| <M' não seria satisfeita para todo x, tal que 2 <x < 7. Logo, M= À éo 


menor valor. 


1.8) Mostre que se a, b e c são números reais tais que a < b <c, então d(a, b) < d(a, c) e que 
d(b, c) < d(a, 0). 


Solução 
da,b=[a-b|=-—(a-b)=b-—a, pois b> a, por hipótese 
da, )=Jja-cj=-(a-0)=c—a, pois c > a, por hipótese 


Como a <b<c, tem-se 

)c-a>b-a>0 
jc-al>|b-al 
d(a, c) > d(a, b) 

7)c-b>c-a>0 
je-bl>[|c-al 
d(b, c) > d(a, c) 


Exercícios Propostos 


1.9) Determine |x| se: a 
ax=4 bx=/2-/3 gx=k 
1.10) Determine x para que se tenha /X — 5x +6=x?— 5x + 6. 


1.11) Considere a expressão Y=/K- TZ 
Quais são as diferentes formas que ela pode assumir, segundo os valores de x? 


dx=-k 


1.12) Resolva as equações na incógnita x: 
a |x-3|=8 
b) |x=4|-|x+2|=0 
cilx= elx +2]=4 
a ox 7|=[3+2x] 
glo|-1l==* 


1.13) Resolva as inequações na incógnita x: 
1 
d|jzx-3]<— 
| as 
blzx-4|>8 
gjx+3]<|x-8] 
1.14) Verifique que, quaisquer que sejam os números reais x e y, distintos e não nulos, tem-se 
- dr, de y HE e dE. 1 
xy x y 


R=y 


1.15) Se x e a são números reais e à > 0, demonstre que 
Me lxl>aeg<-aoux>a) 


1.16) Se x e y são números reais, demonstre que: 


x| xl 
d|j—|= + com o 
y y| E 
b) | |=|xP, neiN* 


1.17) Use o método da indução matemática (volume 2 desta coleção) para demonstrar que, dados os 
números reais a,, az, da, ..., &n, NE IN*, tem-se 


la+a+as+ wta<la|+lal+|a)+ ct lal 
E E 
1.18) Demonstre que se [ES Rd ly = vol Sa então 


lx-y- (Ko -—y)l<e 


1.19) Verifique que |x| = máx (x; —x). 


1.20) Use a desigualdade triangular para determinar um valor de M tal que 
po -2x+1|<M 
para todo x tal que =2<x<3 
1.21) Seja f a função de IR em IR tal que f(x) = 4 —-x-1. 
Calcule em função de a e b, a + b, o quociente 
fa) — f(b) 
a-b 
Deduza que, se [a| <2 e |b| < 2, tem-se Via) — f(b)|<49 [ab]. 


Capítulo 


Intervalos e vizinhanças 


2.1 — PARTES DE IR: INTERVALOS 


Sejam a e b números reais tais que a < b. 

1.º) Em IR, chama-se intervalo fechado de origem a e de extremidade b à 
parte de IR constituída dos elementos x, tais que a <x <b; para representá-lo 
usamos a notação 


Por exemplo: [2; 6]= (xelR[2<x<6). 

Observe que o intervalo fechado [2; 6] não é o conjunto (2; 6); por de- 
finição, os elementos do intervalo [2; 6] são todos os números reais “entre” 
2 e 6, incluídos também 2 e 6, enquanto que (2; 6) possui somente dois ele- 
mentos: 2 e 6. 

* Geometricamente, o intervalo fecha- 
-do de origem a e de extremidade b é re- E! b 
presentado pelo diagrama 


2º) Em IR, chama-se intervalo semi-aberto à direita de origem a e de extre- 
midade b à parte de IR constituída dos elementos x, tais que a <x<b; para re- 
presentá-lo usamos a notação 
E 


Por exemplo 
[2;4l= (xelR|2 <x< 4. 


RR So asa a 
Geometricamente, o intervalo [a; b[ a b 
é representado pelo diagrama 
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b 


3.º) Em IR, chama-se intervalo semi-aberto à esquerda de origem a e de ex- 
tremidade b à parte de IR constituída. dos elementos x, tais que a<x <b; para 
representá-lo usamos a notação ; 


Por exemplo 
=; = fxelR|-1<x<]) 


Geometricamente, o intervalo Ja; b] ' ú a 
é representado pelo diagrama a b 


4.º) Em IR, chama-se intervalo aberto de origem a e de extremidade b à parte 
de IR constituída dos elementos x, tais que a<x<b; para representá-lo usa- 
mos a notação d 


Por exemplo: ]0; 4[= (xelR[0<x<4). 
Observe que o intervalo ]0;4[ e o conjunto (0; 4) não possuem qualquer 
elemento comum e que 


J0; 4[U (0; 4) = [0; 4] 


Geometricamente, o intervalo Ja; b[ ———— e =—=—uusg — 
i a b 
é representado pelo diagrama 


5.º) Seja a um número real. 
Em IR, o conjunto dos elementos x tais que x <a chama-se intervalo fechado 
ilimitado à esquerda e de extremidade a; para representá-lo usamos a notação 


O conjunto dos elementos x, tais que x <a, chama-se intervalo aberto ili- 
mitado à esquerda e de extremidade a; para representá-lo usamos a notação 
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Analogamente, o conjunto dos elementos x, tais que x > a, chama-se inter- 
valo fechado ilimitado à direita e de origem a; para representá-lo usamos a notação 


E, o conjunto dos elementos x, tais que x > a, chama-se intervalo aberto 
ilimitado à direita e de origem a; para representá-lo usamos a notação 


Enfim, consideramos IR como um intervalo aberto ilimitado nos dois sen- 
tidos, indicado por 


2.2 — VIZINHANÇA COMPLETA EM R 


Seja xo um. número real. 

Em IR, chama-se vizinhança completa de xo à um intervalo aberto I, tal que 
xoel. > 

Uma vizinhança completa de xo é indicada por Ví(xo). 

Por exemplo, o intervalo aberto 


= E 5| é uma vizinhança completa 


É a 
do número 4, pois 4eI E) 


Observe que sendo a <b, o intervalo Ja; b[ é uma vizinhança completa 
do xo se e somente se xp Ja; b[, isto é, a< xo <b. 
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Em IR, chama-se vizinhança comple- 
ta simétrica de xo de raio ô, dElR$,a0 —2==—0=————= —— > 
intervalo aberto ]xo— 5; xo +5[ xo -ô x — xotô 
Indica-se por Ví(xo; 0). 
Observe que se xe V(xo; 6) temos 


Xxo—ô<x<x+oô6 


ou 

—ô<x—-x<ô 
ou ainda 

|x-x|<ô 
ou também 

d(x; xo) < 6 


É importante observar que se 
Ví(xo)=]a; b[ é uma vizinhança com- 
pleta de xo, há uma vizinhança completa 
simétrica de xo, V(xo; 0) tal que 


Víxo; 6) = Víxo) 


Note que para construirmos uma tal vizinhança simétrica basta tomarmos 
ô <min (xy—a; b— xo). 

Por exemplo, seja a vizinhança completa V(3)=]1; 4[ do número 3. Se 
tomarmos 5 <mín (3-1; 4-3) = 
= mín (2; 1) = 1, toda vizinhança si- 1 2 3 4 p 
métrica V(3: 8) é tal que V(3;8) c V(3); e E O 
para 8=1, temos a vizinhança V(3; 1). Ví3;1) 


b 
DR E 


x0-ô xo xo tô 


2.3 — VIZINHANÇA REDUZIDA EM R 


Seja xo um número real. 
Se V(xo), em IR, é uma vizinhança completa de xo, a parte de IR 


V*(xo) = Víxo) — (xo) 


denomina-se vizinhança reduzida de xo. 
Observe que para obtermos V*(xo) “retiramos” o ponto xo da vizinhança 
completa V(xo). 
Analogamente, se V(xo; h) é uma vizinhança completa simétrica de xo, 
a parte de IR 
Vr(xo; 8) = Víxo; 5) — (xo) 


denomina-se vizinhança reduzida de xo de raio ô. 
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Observe que se xe V*(xo; 8) temos 


X—-O<x<x+O6 e E EE Ro 
ou —ô8<x-xw<ô e xtxo 
ou ainda O<]x-m|<5 
ou também O<d(x;xo)< 6 


2.4 — VIZINHANÇAS DO INFINITO 


Todo intervalo do tipo Ja; +x[, ae IR, chama-se vizinhança à esquerda 
do infinito; indica-se-a por V(+ 50). 
] Analogamente, todo intervalo do tipo ]J- x: —al, a elR, chama-se vi- 
zinhança à direita do infinito; indica-se-a por V(— 0). 


Mio] a Vit 00) 


Se a e b são números reais tais que a <b, o complementar em IR, do inter- 
valo fechado [a; b] denomina-se vizinhança do infinito; indica-se com V(20) 


V(x) = Cala: b] 


Exercícios Resolvidos 


2.1) Sendo A =[2:5)e B=]3: 7[, determine: 


ajAuUB bAnB JA-B d) CaA 
Solução 
” 0 1 2 K) 4 a] 6 7 8 9 
A —+ y 
B 


aAvB=[2:;=fxelR|2<x<7) 
bAnB=]3;5]=(xelR[3<x<5) 
JA-B=[2:3]=txelR|2<x<3) 
d) CA =]-; 2[0]5; +o[l=ixelRjx<20ux>5) 


2.2) Resolva as inequações 


alx-2|>1 blx-x|<ô, 8>0 


utilizando na resposta a notação para intervalos. 


Solução 
a) A Propriedade 4 do capítulo | permite-nos escrever 
x-2<-1l ou x-2>1 
e daí 
Rus E Ou Kms 
então 


S=]-»;]uU(B: + ol 


b) A Propriedade 3 do capitulo 1 permite-nos escrever 
—8<x-x<ô 


e daí 
X—ô8<x<x+ô 


então 
S=]x— 8: x) + 5 


2.3) Seja V(2) = |: KA uma vizinhança completa do número 2. Determine uma vizinhança com- 
2 
pleta simétrica do número 2, V(2; 8), tal que V(2;8) c V(2). 


Solução 
A observação do item 2.2 permite-nos escrever que o raio ô da vizinhança desejada sa- 


tisfaz a condição 
” 7 pla a 
ô min a sa emnfuSl= 1 


Em particular, para 8 = 1 a vizinhança é V(2; 1). 


z 
1 2 3 2 
DD — ee eee «+ > 
RE) 
V(2;1) 


24) Soa S=(xelR|x=0oul <x< 2); quais pontos de S possuem ao menos uma vizinhan- 
sa completa simétrica contida em S? 


Solução 
Qualquer ponto a. | <a < 2, possui uma vizinhança contida em S 
v(0;5) V(a;6) 
ea e» 
Ê 1 ; 1 
oieee y 
a ER 
7 0. 1 | 2 
-8 ô a-Ô atô Ê 


Assim, por exemplo, se a = 1,99, uma vizinhança de a contida em.S é V(1,99; 0,005) = 
= 11,985; 1,995[. Há outras vizinhanças possíveis; basta escolher um raio ô < 0,01. 
Como mostra a figura, o número zero não possui vizinhança contida em S; além disso, 
os números 1 e 2 não possuem vizinhanças contidas em S. 


[08 2.5) Seja xo um número real. Prove que a intersecção de duas vizinhanças completas simétricas de xo, 
| em IR, é também uma vizinhança completa simétrica de xo. 
Solução 


| Sejam V(xo; 81) e V(xo; 82) duas vizinhanças completas simétricas de xo, com raios ô, 
k | e ô2, respectivamente; então 


| Víxo; 81) = xo — 81; Xo + dl 
|| Víko; 83) = 1xo — da; Xo + Bal 


Se 5 = mín (ô,; d:), tem-se 
Víxo; 8) N Víxo; 82) = xo — 8; xo + Bin xo — 84; xo + Ba = xo — 8; xo + d 


Dai, podemos concluir que V(xo; 81) 0 V(xo; 32) é uma vizinhança completa simétrica 
de xo com raio ô 


Víxo; 84) 0 Víxo; 82) = Víxo; 8) 


Exercícios Propostos 


26) Se A=[-3; IL B=[-1;2[e c=|- nal. determine: 

a) AnBnc b(A-BUC J(AnB)-C d) BnC 
2.7) Determine: " 

a); 3n: 5) dy 1; 3[u (1;3) 

b) JIU R; 5] e ]-»; I0[u fio! 

e JM; 3Lo tt; 3) Dt; 200P; 3) x ta; db) 


: 2.8) Resolva as inequações 

1 

E ga — 

a) |x 1|< E) 

b) Í a 
Tra < 


utilizando na resposta a notação para intervalos. 


» 
2.9) Seja V(0) = + = | uma vizinhança completa do número zero. Determine a vizinhança com- 
pleta simétrica do número zero, V(0; 8), de maior raio, tal que V(0; 8) c V(0). 


2.10) Seja A= (xelR*|- 1 <x<1). Quais pontos de A possuem ac menos uma vizinhança com- 
pleta contida em A? Há algum ponto que não pertence a A que possui uma vizinhança redu- 
zida contida em A? é 


Capítulo 


3.1 — RELAÇÃO E FUNÇÃO 


Recordemos, de forma resumida, o conceito de relação entre dois conjuntos, 
assunto tratado com detalhes no volume 1 desta coleção. 


Par ordenado 


Dados os números a e b, podemos formar com eles um par ordenado, in- 
dicado por (a; b). e 
A noção de par ordenado é um conceito primitivo. Em um par ordenado, 
a ordem é essencial. Assim, o par (1; 3) é distinto do par (3; 1). Além disso 


(a:b=(c;d)< [a=ceb=d] 


Produto cartesiano 


Consideremos dois conjuntos não vazios A e B. O conjunto de todos os 
pares ordenados (x; y), com xe A e ye B, chama-se produto cartesiano de A 
por B e se indica A x B 


AxB=f(x:;y)|xeAeyeB) 
Nota: Se A= ou B=(%, completa-se a definição com 
AxB=G 


Exemplo 
Dados os conjuntos A = (2, 4,6) e B= (1, 5), temos 
AxB=((2;1), (2; 5) (4; 1), (455), (65 1), (6; 5) 


Relação 


Sejam os conjuntos A e B. Uma relação %, de A em B, é qualquer subcon- 
junto de AxB. 
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i 
y 
, 


Exemplo 


Consideremos os conjuntos do exemplo anterior. Os subconjuntos de A x B 


A, = (2; 1), (2;5), (6; D) 


Ro = (2; 5), (6; 5)) 
As = (4; D) 
R=g 
As=AxB 


são relações de A em B. 

As relações podem ser representadas por diagramas de flechas, onde as 
flechas ligam os elementos que compõem cada par ordenado. As relações R,, 
A, e Rs do exemplo anterior apresentam os seguintes diagramas de flechas: 


A- B 


Correspondência entre dois conjuntos 


Uma relação de A em B estabelece uma correspondência entre os dois con- 
juntos, significando isto que aos elementos de A ficam associados a elementos 
de B, por meio da relação. 


1 mn 


* Exemplos 

Dados os conjuntos A = (1,2,3,4) e B=(1,3,5, 7, 9), podemos defi- 

“ nir várias correspondências entre eles. Usando diagramas de flechas, temos, 
por exemplo 

1.º correspondência 
(relação %,) 


2.º correspondência 
(relação R,) 


3.º correspondência 
(relação 24) 


Na 2: correspondência há elementos de A que correspondem a mais de 
um elemento de B. De fato, ao elemento 1 e A estão associados 1 e 3 em B. Tam- 
bém, a partir de 3E A, obtemos 5 e 7 em B. 

Na 3. correspondência, isto não acontece, mas por outro lado temos um 
elemento, 4€ A, que não possui correspondente em B. 

Na 1.º correspondência, todos os elementos de A possuem correspondente 
único em B. Este tipo de correspondência dá origem ao conceito de função, que 
recordaremos a seguir. 


Conceito de função 


Sejam A e B conjuntos diferentes do conjunto vazio, cujos elementos são 
números. 

Uma função f, de A em B, é uma correspondência que associa a cada ele- 
mento de A um único elemento em B. 

De uma forma mais precisa, função é um tipo especial de relação, de acordo 
com a definição seguinte. 


Definição 


O conjunto A denomina-se domínio de f e pode ser indicado com a nota- 
ção D(f). Quando uma função tem domínio A, diz-se que ela está definida em A. 

O conjunto B denomina-se contradomínio de f e pode ser indicado com 
a notação CD(f). ; 

Se x é um elemento qualquer de A, então o único y de B associado a x é 
derigminado imagem de x pela função f ou valor da função f em x e será indicado 
com/a notação f(x), (lê-se “f de x”) 


; 


y = fox) 
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O conjunto de todos os elementos de B que são imagem de algum elemento 
| de A denomina-se conjunto-imagem de f, e pode ser indicado com a notação I(f) 


Exemplo 
Sejam os conjuntos A = (1,2, 3) e B= (0, 1, 2, 3) ea função f, de A em B, 
definida pelo “diagrama de flechas” abaixo 
D(D=A=(1,2,3) 
CD(f = B = (0,1,2,3) 
If) = (0; 1) 


- “No exemplo acima temos: f(1)=0, fQ)=1 e f(3)=1. 
Observe também que 


I(f) = CD(f) 


Em nosso trabalho têm interesse as funções nas quais os elementos do do- 
mínio e do contradomínio são números reais. Uma tal função denomina-se fun- 
à ção real de variável real ou simplesmente função real. 

Por exemplo, a função f, de IR em IR, para a qual 


f(x) = x? 


é uma função real. 
Observe que a imagem de qualquer elemento x do domínio IR é obtida ele- 
vando-ss ao quadrado o número x; assim, se quisermos a imagem do número 3 


3.2 — FUNÇÃO REAL 
| 
| 


f3)=3 =9 
Aa De uma outra forma, para obtermos a imagem do número 3, f(3), na fór- 
Ê mula f(x) = x?, substituímos a letra x pelo número 3 e efetuamos as operações 


indicadas. 

Vimos que, para se definir uma função f, dão-se dois conjuntos, o seu do- 
mínio e o seu contradomínio e, ainda, uma lei (uma fórmula, uma sentença) que 
descreve como se “associa” a cada elemento do domínio um único elemento 
no contradomínio. 
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SE Dad 


Na prática, entretanto, tratando-se de função real, é comum omitir-se o 
domínio e o contradomínio, dando-se somente a “fórmula” que estabelece a 
correspondência entre x e f(x). Quando isto acontecer, está convencionado o 
seguinte 

1.º) o contradomínio da função f é CD(f) = IR 

2.º) o domínio da função f, D(f), é o subconjunto de IR, constituido por todos 
os valores de x para os quais as operações indicadas na “fórmula” são possíveis, 
gerando como resultado um número real. 


Exemplos 
1.º) A função f definida pela fórmula 
f)=/x—1 


tem para domínio o subconjunto de IR, constituído por todos os valores 
de x para os quais x—- 1>0, isto é, x> 1: então 


D(9 = [1; +00] 
E 
CD(D = IR 


2.º) Para a função definida por 
1 


fy)=—— 
6) x-1 
o domínio é constituído pelos números reais x tais que x— 10, isto é 
D() = IR — (1) 
E 
CD(f = IR 


Gráfico de uma função real 


Seja f uma função real, de A em B. 

Fixado um sistema de coordenadas 
ortogonais xOy, o conjunto G da totali- 
dade dos pontos (x; f(x)), com x em A 
é o gráfico de f. 

Observe o seguinte: 

1.º) Toda reta (r), vertical, que pas-' 
sa por um ponto de A = D(f), encontra 
o gráfico G em um único ponto, o que 
nos dá um critério para decidirmos se 
uma figura do plano cartesiano pode ser 
gráfico de função. | 


> 
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| , k 3.3) Dê o domínio da função f definida pela ““fó la” 
Í 2.º) Quando se conhece o gráfico G Ay ) Deão Múmínio de, | idrimICa, pe: ASF 


[| de uma função f, o seu domínio pode 
ser obtido projetando-se G sobre Ox, na 
direção Oy; o conjunto-imagem de f pode 
ser obtido projetando-se G sobre Oy, na 


ú Solução 


Para que as operações indicadas na “fórmula” sejam possíveis devemos ter 


4 
| : direção Ox 
b|| (DlI-x+0,istoé,x£1 
| t 1l+x 
2 (2) I=% >0 
14 == ça r A inequação da condição (2) é satisfeita para — 1 «x < 1; então 
| ; D() = [= 15 1 
| 
| 4 3.4) Seja a função f definida pelo gráfico abaixo 
Exercícios Resolvidos Determine: 
' 3.1) Seja a função f, de IR em IR, para a qual a DO) 
h | fg) =x2-2 b) I() 
b i e c) x tal que f(x) = O 
Calcule f(0), f(2) e (5) com a £ 0 e f[f(a)] d) x tal que f(x) > 0 
| E : 
e Solução : R Solução 
| Temos, então a) Para determinarmos o domínio de f projetamos o gráfico de f sobre Ox, na direção Oy; então 
? | fo) = (0) -2=0-2=—2 D(D=[-1;3] 
7 | (M=(02P-2=4-2=2 b) Para determinarmos o conjunto-imagem de f projetamos o gráfico de f sobre Oy, na direção 
Po il LS 1 1-2a? Ox; então à 
RE, o j=l) 2=5-2=—0 
[1 Ra É a A 9 =[-2:2] 
é R-D=(2--2=0* 48242 : 
Lita) = [ft] 2pemig 3 pes c) Queremos determinar x, x e D(f), tal que sua imagem seja zero; devemos procurar os pon- 
' tos onde o gráfico “encontra” o eixo Ox: a abscissa x desse ponto é tal que a imagem de x 
” 3.2) Seja à função g, de IR em IR, para a qual é zero, isto é, f(x) = 0. No exemplo acima encontramos x = 1. 
* Pane x+2, se x<2 d) Queremos determinar x, x e D(f), tal que sua imagem seja positiva; devemos procurar os 
já 2, se x>2 pontos para os quais o gráfico “está acima” do eixo Ox: as abscissas x desses pontos são 
tais que f(x) > 0. No exemplo acima, — | <x< 1 responde à questão proposta. 
Determine: g(0), g(2), g(3) e g(2t) que Rs) P E E a o 
Solução Exercícios Propostos 
Observe que todo x real, tal que x < 2, tem para imagem g(x) =x + 2; então 
)=(0)+2=2 3.5) Seja a função f, de IR em IR, para a qual 
> D)=0+2=4 O) =3 +2 
' ” Determine: 
E, todo x real, tal que x > 2, tem para imagem g(x) = 2; então 
a) 1-2) b) f(4) e) f(0) dt 4/3) e dt) 
s6)=2 
Para o cálculo de g(2t), devemos fazer duas hipóteses. 3.6) Seja a função g, de IR em IR, para a qual 
1.º) Se 2t < 2, tem-se i 
“a eR)=(00)+2=2t+2 ato) a JE? se x3 
2º) Se 2t > 2, tem-se 2x, sé 2<3 
got) =2 | Determine: 
a) g(2) b) g(—3) e) e(3) d) 83,1) e) g(2,9) D gt?) 


Então, se t < 1, tem-se g2)=2t+2e, se t> 1, tem-se g(2t) = 2. 


3.7) Determine os domínios de cada uma das funções definidas por: 


x+2 Jx+2 
a) fox) = º) f(x) = 
x-2 Jx—2 


b fy=/K+DK—2) diy=/x+2:./x-2 


3.8) Determine os domínios de cada uma das funções definidas por: 
1 


a fo)=/1-|x 9()y=——— 
fx) += 


it 1l+I|x 
b) f(x) =——==== Dy=)—— 
ARTE Rj ejal 


3.9) Para a função f definida por 
1 
f(x) msr; da [w-7 


determine: 


a) D(f) " b) O 


3.10) O domínio da função real definida por 
f)=/-x+m 


é D() = ]- «0; 2]. Determine m. 


3.11) Sejam as funções f e g definidas respectivamente por: 


gw) =x-3 
x*—9 
DO ERA app = 
m, se x=-—3 


Determine m para que f(x) = g(x) para todo x. 


3.12) Considere a função f definida pelo gráfico abaixo. 


> 
Determine: 
a) D(f) c) x tal que f(x) = O e) x tal que fxy)> 0 
b) Ko d) x tal que f(x) = 3 
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3.3 — A ÁLGEBRA DAS FUNÇÕES 
Definição 


As funções f, de A em B, e g, de Cem D são iguais se, e somente se, A=C, 
B=pD e f(x)=g(x) para todo x em A. 


Exemplo 
A função f, de IR em IR, definida por 
fx) =1 
ea função g, de IR em IR, definida por 
x 
—, se x%0 
BO =< X 
l sé R=1] 
são iguais. 
Definições 


Sejam f e g funções reais. 
A tabela abaixo define quatro novas funções, obtidas a partir de f e de g 


domínio contra-domínio | fórmula. 


D(b n D(g) 
diferença D(9 n D(g) 
produto D(D A D(g | 


D(f) n D(g) 
com g(x) + O 


quociente 


Exemplo 
Sejam as funções f e g definidas respectivamente por 
fy=/[-x 
g(x) = x 


Então, D(f)=[—1; 1], D(g)=[0; +0[ e D(f) n D(g)=[0; 1). 
Daí, as funções f+g, f-g e f. g têm domínio [0; 1], e são definidas, res- 


pectivamente por: 
E+g)=/1-*2+ x 
E-gy)=/1-X— x 
E gy=/1-X./x 
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A função É tem domínio 
g 


D(5)= fx| xe D(D 0 Dig) e g6y) + 0) 


Então ; 
D (G) = 10; 1] 
E 
Definição 


Dadas as funções f e g, g o f é uma função que se diz composta de g com f, 
definida por 


O domínio de go f é 


Adotaremos CD(g « f) = CD(g). 


Exemplo 


Sejam as funções f e g definidas por: 


fg) = x 
go) = x—5" 


O domínio da função f é D(9)=[0; +20[ e o domínio da função g é 
D(g)=[5; +0[. Então 


» Deg-D=(xeR|| xeDOD | e | WeDG) |) 


E, daí 


Dí(ge f) = fxelR|x > 25) = [25; +o0[ 


Temos também 


(g-D6)=elit]=/f0)-5=V/Vx-5 


Observações 


Não se deve confundir a notação g « f com a notação g o f; note também 
que a grafia g o f está “às avessas”: a primeira função que se aplica é f e a se- 
gunda é g. 

Dadas as funções g e f, pode-se pensar em duas funções compostas, g o É 
e fo g, para as quais se tem, respectivamente 


(g - 69) = glf)] 
(Fo 8) (x) = f[g09] 


Note que pode ocorrer g o f = fo g, mas, de um modo geral, go f + fo £, 
isto é, a composição de funções não é uma operação comutativa. 


Exercícios Resolvidos 


3.13) Sejam as funções f e g definidas, respectivamente, por 


fy)=/%-2 
em) =/5—x 


a) Determine D(f) e D(g). 

f 
b) Determine os domínios das funções f+ g, f-g, f.ge Tá 
c) Dê as “fórmulas” que definem cada uma dessas funções. 
Solução 


a) D(f) = 2; +oo[ e D(g) =] 00; 5] 
b) Como D(f n D(g) = [2; 5], tem-se 


D(f + 8) = D(f — g) = D(f +g) = D(f) n D(g) = [2; 5] 
Todo elemento x que pertence ao domínio de 4 é tal que 


xe D(f) n D(g) e g(x) + O 
Então, D at = (2: SI 
9 t+g()= fm) +rgm)=/X-2+/5—x 
E-gwW=wm-s)=VX-2-/5-x 
(E) = 10) e) = /X—2./5—x 
(o- 55 
so)  /5-x 


3.14) Sejam as funções fe g definidas por 


fx) = x 
g(x) = x? 
Para as funções go fe fo p, determine 


a) o domínio. b) a “fórmula” que define cada uma delas. 


Solução 
Note que D(f) = (xelR|x>0) = [0; +o[e D(g)=IR=]-c0; + o0[. 


a) Digo f) = (xeR] ixeDO | e Fim Dg) E 
Disc der) [no o | cr 
D(gcD = (xelR|x>0)=[0; +o[ PS satisfeita para 
ss sda todo x 


A inequação x? > O é satisfeita para x > 0, e daí: 
D(feg) = (xelR|x>0=[0; +of 

b) (ge Dt) = elfo] = [9] = (/%? 

(8) (9) = Teo] = 80) = 8 

Note que para todo x > O tem-se (VP = FA e como D(g o f) = D(f. g) e, por con- 

venção, CD(g o f) = CD(f » g)= IR, temos ge f = fog. e 
x=1 

x 


3.15) Seja ft) = 
Solução 


; determine f(f[f(x)]). 


Vamos calcular inicialmente f[f(x)] 


Agora 
HATEGO]) = 


Então f(fAfQ)]) = x 


"mg as funções, de IR em IR, definidas pelas “fórmulas” abaixo, diga qual é par e qual 
é ímpár. 


a) f(x) = x2 b) fi) = xº fy=x+x 
Solução 


a t-)=(-n) =x = f(x): par 
bi-=)=(=-1)'=—xº=— fx): ímpar 


+ f(x): não é par 
DN-m= (+ (= 3) = 2º -2<C, 
+ — fxg)=— x? — x: não é ímpar 


A função do item c não se classifica segundo o critério acima. 


Exercícios Propostos 
3.17) Seja a função f, definida por 
fo) =x+1 

Determine: 
a) ft) e) fx + h) 
b) ft + 2) D f— x) 
DE) 8) (9) 
d) (5) : h) f(3x) 


3.18) Dão-se abaixo as funções f e g. Determine, em cada caso, o domínio e a fórmula que definem 
f 
f+gf-gfge— 
8 8 g z 


af)=2X-S e ga)=-—4 
)iy=/x+2 e gd)=/2-x 
Jfy=Yx+2 e g)=4Gkx-—3 


3.19) Dão-se abaixo as funções f e g. Determine, em cada caso, o domínio e a fórmula que definem 
foge gof 
af)=x+leg(x)=2x 


x x-1 
Edo dm x 


b) fx) = 


3.20) Para a função f definida por f(x) = /X verifique que 


fix + h) — f(x) ” 1 
h dx+h+ x 


(Assuma que x +hz0ech+0) 


3.21) Sejam as funções reais definidas por: 


-x, se x<l 


Soo = 2x6 it) = [ E O ed 


a) Determine (g o )(0), (£ o 8)(4), (fo D(— 1) e (go 2)08) 
b) Determine (g o f)(x) e (fo g)(x) 


3.22) Se f(x) = 2x — 3 e f[g(x)] = x, determine g(x) 


3.23) Suponha que as funções f e g são definidas por 
fx) =ax+b 
go) =«x+d 


Qual é a condição para que fog = go f? 


3.24) Seja f(x) = o Determine f(T()])- 


3,25) Considere as funções €, S e T, definidas em IR, tais que 


ci) = 5 (3: +39 


S(x) + (3 — 37") 


S(x) 
TG) = To 
a) Calcule os valores dessas funções para x=0ex=1. 
b) Verifique que [C()]? — [S()P = 1. 
c) Verifique que 1 — [T(x)]? = TG Ter 


3.26) Para as funções, de IR em IR, definidas pelas “fórmulas” abaixo, diga qual é par e qual é ímpar. 


a) fix) = 3x — xº co) fx) = 5 
db) )=x+1 ge 
ED] 
3.27) Na figura ao lado, está desenhada” parte do Y 


gráfico da função f, cujo domínio é [— 3; 3]. 
Complete o gráfico assumindo que 


a) f é função par. 
b) f é função ímpar. 


(o VD 
xY 


3.4 — GENERALIDADES SOBRE FUNÇÕES REAIS 


Definição 


Consideremos um intervalo 1 < D(f. 
Uma função real f diz-se crescente em 1, 1 - D(f), se e somente se, para 
todo par de pontos x; e x, de 1, tem-se 


x, <x => f(x1) < f(x,) 


Se x, <x, implica f(x,) < f(x,) diz-se que f é não decrescente em I. 

Uma forma equivalente de se colocar a definição acima é: 

Uma função real f diz-se crescente em I, I c D(f), se e somente se, para 
todo par de pontos x, e x, de 1, x, + x,, tem-se 


fe) = fo), o 
X —X2 
E, se tivermos 
fo) — f60) q 
X — X 


diremos que f é não decrescente em I. 
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Definição . 
Uma função real f diz-se decrescente em I, 1 = D(f), se e somente se, para 
todo par de pontos x, e x, de I, tem-se: 
x <x = f(x) > f(x) 


Se x, <x, implica f(x) > f(x,) diz-se que f é não crescente em I. 
Podemos dizer também que uma função real f é decrescente em 1,1 - D(f), 
se e somente se, para todo par de pontos X, € X> de 1, x, + x2, tem-se 


fe) = 16) (o 
X — X2 
E, se tivermos 
fo) — fo) q 
x — X2 


diremos que f é não crescente em 1. 
Exemplo 


A função de IR em IR, definida por f(x)=2x+3, é crescente em IR. 
De fato, sejam x, e x, reais tais que x, <X> 


f(x) — f(xo) = (2x, + 3) — (2x2 + 3) = 2(x4 — x2) 
Daí, sendo x, <x>, pode-se concluir que 


f(x) — flxo) = 2x4 — x) < 0 
Es 
negativo 
pois X; <X2 
f(x,) — f(xo) < 0 E 
f(x) < f(x2) 
Então, x, <x, = f(x1) < f(x,), para todo x,, x2€IR, e a função é cres- 
cente em IR. 
Observe que se f é crescente em IR, é também não decrescente em IR. 


Definição 
Um conjunto A, A c IR, diz-se limitado superiormente se existe um núme- 
ro L tal que 


x<L 


para todo x de A. 
Um número L com essa propriedade diz-se limitante superior de A. 


/ 


Observe que À é limitado superiormente se e somente se existe um A, 
ro L que seja limitante superior de A. Note também que se existe L, existirão 
outros limitantes superiores de A. | 

Por exemplo, o intervalo I=[—3; 7[ é limitado superiormente; o núme- 
ro 7 é um limitante superior de I; 8 e 9 também o são. 

Um conjunto A, A c IR, diz-se limitado inferiormente se existe um nú- 
mero f tal que 

x>t 
para todo x de A. 

Um número £ com essa propriedade diz-se limitante inferior de A. 

Por exemplo, o intervalo I= [3; 7[ é limitado inferiormente, o número 3 
é um limitante inferior de 1; 2 e — 1 também o são. 

Um conjunto A, A c IR, diz-se limitado se ele for limitado superiormente 
e limitado inferiormente. 

Por exemplo, o intervalo I=[—3; 7[ é limitado. 


Definição & 


Seja f uma função real. 

Seja o conjunto A = (f(x) |xe 1, Ic D(f)); a função f diz-se limitada su- 
periormente em I, se e somente se o conjunto A é limitado superiormente. 

Observe que se f é limitada superiormente em I, existe um real L tal que 


fx) <L 


para todo x, xel. 

Por exemplo, a função definida por f(x) = x + 1 é limitada superiormente 
em 1=]l1; 2[. 

Analogamente, a função f, acima, diz-se limitada inferiormente em 1, se e 
somente se o conjunto A é limitado inferiormente. 

Observe que se f é limitada inferiormente em 1, existe um real É tal que 


f(x) > ? 


para todo x, xe I. 
Por exemplo, a função definida por f(x)=x+ 1 é limitada inferiormente 
em I=[1; 2]. 

Finalmente, a função f, acima, diz-se limitada em I se e somente se o con- 
junto A é limitado. . 
Observe que se f é limitada em I, existe um real M, M>0, tal que 
—-M<fxg)<M 

ou ainda 
Lo) | <M 


para todo x, xe. 
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| Bor exemplo, a função definida por f(x)=x+ 1 é limitada em I=([l; 2]. 
| Geometricamente, se a função f é limitada em 1, o seu gráfico está situado 
entre as retas de equações y=M e y=—M, quando xel. 


Definição 


Sejam a função real f e o conjunto I, Ic D(f). 
Diz-se que f admite um máximo absoluto no conjunto I, se existe ao menos 
um ponto xo em I tal que 


f(x) < f(xo) 


para todo x em 1. 

O número f(xo) chama-se máximo absoluto de f em 1. 

Diz-se que f admite um mínimo absoluto no conjunto I, se existe ao menos 
um ponto xo em I tal que 


f(x) > f(xo) 


para todo x em I. 
O número f(xo) chama-se mínimo absoluto de f em 1. 


v máximo — não existe 
du absoluto máximo absoluto 
mínimo , 
” absoluto f mínimo 
absoluto 
mínimo 1 x 2 
absoluto t=[0;1] | 1=)0;2] 


Definição 

Sejam a função real f e o seu domínio D(f). 

Diz-se que f admite um máximo local* em um ponto Xo, Xo € D(f), se existe 
uma vizinhança completa de xo, -V(xo), V(Xo) c D(f), tal que 


f(x) < (xo) 
para todo x em Ví(xo). 


* Também chamado máximo relativo. 


/ 


Analogamente, diz-se que f admite um mínimo local* em um ponto xg, 
xo € D(f), se existe uma vizinhança completa de xo, V(xo), V(xo) = D(f), tal que 


flc) > f(xo) 
para todo x em Ví(xo). Í 


máximo 
TT absoluto | 

] 

I 
mínimo | 
absoluto ! 

1 

> 
mínimo x f E: E 
absoluto mínimo mínimo 


local 


Definição 

Seja f uma função real. 

Diz-se que f é periódica se existe um número real p, p + O, tal que, para todo x 
em D(f), x + p é elemento de D(f) e f(x + p) = f(x). 

O menor p positivo que satisfaz a condição denomina-se período de f. 


f(x) = f(x + p) 


xy 


” 


Exercícios Resolvidos 
3.28) Seja a função f, definida por 


ft) = - 


a) Dê o domínio de f. 
b) Verifique que f é decrescente em IR$. 


* Também chamado mínimo relativo. 
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| Solução 


| a) O domínio de f é constituído por todos os valores reais de x tais que x%0, isto é 
| D(f) = IR* 
À pytsicdanos ij fuja fujo Ties «LCA. 
x x X2 
E, daí para todo par x,, x2 em IR$ tal que x; <x2, podemos concluir que 
positivo, pois x; < X2 


a A 
x —*% 
f — f = o 
(x) — o) = 25 > 
po 
positivos, pois 
x1, M2 €IR$ 


f(x) — f(xa) > O 
f(x) > F(xa) 


Então, x, <x, = f(x) > f)x,), e à função f é decrescente em IR$. 
3.29) Seja o conjunto A= (xe Q/0<x< “3. Dê um limitante superior e um limitante inferior de A. 


Solução 
Um limitante superior de A é “3 observe que J2 não é elemento de A e que J2é o menor 


dos limitantes superiores de A. 
Um limitante inferior de A é zero; observe que zero é elemento de A e que O é o maior dos 


limitantes inferiores de A. 
3.30) Seja a função f definida por f(x)=x2; f é limitada em [— 1; 1)? 


Solução 
Note que para todo x tal que — | <x<1, tem-se 0<x?<1; isto é 


o<fwg)<l 
o que mostra que f(x) é limitada em [—1; 1). 
É ! ” 16 29 
3.31) A função f, de IR em IR, é periódica de período 5, é ímpar e f mo 1. Determine f 3)» f Ty 


e (IDA. 


Solução 
As informações do enunciado são” traduzidas por: 
f(x + 5) = f(x) 
f(— x) = —T(8) 
| 
(5) as 
Então 


(ee )-(- 
Bedo-D-dDe-dg)- 


MID+HH-D=16+AD+HM-ND=MD-fMD=0 


Exercícios Propostos 
3.32) Seja a função f definida por f(x) =x + 1. Verifique que f é crescente em IR, . 


3.33) Sejam fe g funções de IR em IR, não decrescentes num intervalo 1. 
Verifique que h = f + g é não decrescente em 1. 


1 
3.34) O conjunto A=fal 1=— ene neh é limitado? 


3.35) A função definida por f(x) mel é limitada em JO; 1)? 
x 


3.36) Uma função f, de domínio IR, é periódica de período 2, par, e tal que f(x) =x para 0<x<l. 


a) Determine (5). (3) e f(— 2). 
o) Determine x tal que f(x) = 0. 


EA 
3.5 — ALGUMAS FUNÇÕES ELEMENTARES 


Função constante 


É a função de IR em IR que associa a todo x real sempre um mesmo número e, 
celR; então a fórmula que a define é y 


(0; c) 


Seu conjunto-imagem é I(f) = (c). 

O gráfico da função constante é uma 
reta paralela ao eixo Ox que passa pelo is 
ponto (0; c) x 


Função identidade 


Éa função de IR em IR que associa a cada x real o próprio x; então a fór- 
mula que a define é 


xY 


Seu conjunto-imagem é I(f)= IR. 

O gráfico da função identidade é a 
reta que contém as bissetrizes dos qua- 
drantes ímpares. 
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"ía 


* Função polinômio do 1.º grau 


À p 
| Éa função de IR em IR que associa a cada x real o número real ax + b, com 
+0; então, a fórmula que a define é 


O.conjunto-imagem da função do 
1.º grau é T(f)=IR. 

O gráfico é a reta de equação 
y=ax+b. 


xy 


Função módulo 


É a função de IR em IR que associa a cada real x o número |x |; então, a 
fórmula que a define é 


Seu conjunto-imagem é K()=IR,. 

O gráfico da função módulo é cons- 
tituído pela união de duas semi-retas, 
como mostra a figura 


Função quadrática 


É a função de IR em IR que associa a cada número real x o número real 
ax?+bx+c, a£0; então a fórmula que a define é 


Num sistema cartesiano ortogonal xOy, o gráfico da função quadrática é 
uma parábola, que tem a reta de equação: x = - como eixo de simetria; O 
a 


ponto v(-5 “> onde A=b? — 4ac, é O seu vértice. 


Se a>0, a concavidade da parábola está “voltada para cima”; se a <0, 
a concavidade da parábola está “voltada para baixo”. 
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3.6 — TRANSFORMAÇÕES NO GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO 


Certas transformações (translações, reflexões, ...) podem ser feitas sobre o 
gráfico de uma função, possibilitando a sua construção com alguma facilidade. ú 
Vamos examinar as transformações mais importantes. 


Seja, então, a função definida pela sentença aberta y = f(x) e seja o número 
real k, positivo. 
1. O gráfico da função definida por Ei | vs td + 
y= f(x) + k pode ser obtido do gráfico da id k 
função definida por y = f(x), fazendo este Ik 
sofrer uma translação de k unidades, na y v=fix) 
direção Oy, “para cima”. ja Es 
O gráfico da função definida por Ay 
y= f(x) — k pode ser obtido do gráfico Poa! 
da função definida por y = f(x), fazendo Ik 
este sofrer uma translação de k unidades, Iê v=tod-k 
na direção Oy, “para baixo”. + : E 


Exemplos 


tl) = Ixl+1 


| A uos [8 
Pe 


—> 
x Px 


O gráfico da função f(x) = |x| sofreu O gráfico da função f(x) = |x| sofreu 
| uma translação “para cima”, obtendo-se o uma translação “para baixo”, obtendo-se o 
gráfico da função f(x) = Ixl+ 1. gráfico da função f(x) = Ixl - 1. 


II. O gráfico da função definida por 
| y =“(x + k) pode ser obtido do gráfico 


HI. O gráfico da função definida 

' por y = — f(x) pode ser obtido do gráfico 
da função definida por y = f(x), fazendo 
este sofrer uma reflexão em relação ao 


eixo Ox. 
á Y 
O gráfico da função definida por PEA gesto 
y = f(— x) pode ser obtido do gráfico da 1 Pd 
função y = f(x), fazendo este sofrer uma ENA [NE 
reflexão em relação ao eixo Oy. | 4 


Se conhecermos o gráfico da função definida por y = f(x) quisermos o gráfico 
da função definida por y = | f(x) | faz-se a “parte” que está “abaixo” do eixo Ox 
do gráfico de y = f(x) sofrer uma reflexão em torno do eixo Ox. 


da função definida por y = f(x), fazendo 
| este.sofrer uma translação de k unidades 
: na direção Ox, “para a esquerda”, 


O gráfico da função definida por 
y = f(x — k) pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este 
sofrer uma translação de k unidades na 
direção Ox, “para a direita”. 


xy 


Exemplos 
“ y 
tb) = |x+1] 
ho 
f(x) = Ixl 
tb) = |x-1l 
> > 
x | 1 x 


O gráfico da função f(x) = |x| sofreu 
uma translação “para a esquerda”, obtendo-se 
o gráfico da função f(x) = |x+ 1], 
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O gráfico da função f(x) = |xl sofreu 


uma translação “para a direita”, obtendo-se 
o gráfico da função f(x) = |x = 11, 


y 


v=f(x) 


v= leo! 


Exemplos 


y Pd 


Ed 
ho 
x f(x) = xl 


tt) =-|x| 


O gráfico da função f(x) = |xl sofreu 
uma “reflexão” em torno do eixo Ox, obten- 


v=fl-x)=-x+1 


', + a E E comx E [-1;1] AR egmbie [ay il 
x es 


x é substituído por -xX 
AY 
fh)=x+1 


AS 
af 


4 
A! 
, > 
1 x 


Para x € [=1; 1], o gráfico da função 
f(x) = x +1 sofreu uma “reflexão” em torno 


do-se o gráfico da função f(x) = - Ixl. do eixo Oy, obtendo-se o gráfico da função 
fix) = -x + 1 (esta se obtém da primeira, 
substituindo-se x por =x). 
Y y 
(x) =x ttx) = xl 
> > 
x x 


=tx)[? parte “abaixo” do eixo Ox “reflete! 
e em torno do eixo Ox 


)- velha! 


Exercícios Resolvidos á 
f 


3.37) Desenhe o gráfico da função f, de IR em IR, definida por 


x+2,sex<-—l 
f(x) = x,se—-l<x<2 
3,sex>2 | 


Qual é o conjunto-imagem de 1? ; 


Solução 
O gráfico da função f é constituído por duas semi-retas e um “arco” de parábola. 
1º) Sex <-l, fé representado pela reta de equação y =x + 2. 
2º) Se -1<x<2, f é representada pela parábola y = x. 
3º) Sex>2, fé representada pela reta paralela ao eixo que passa pelo ponto (0; 3). 


A projeção do gráfico de f sobre Oy nos dá If) = ]—00; 47. 


3.38) Construa o gráfico da função definida por f(x) = |x — 1 j+1. 


Solução 


translação 


“para a direita” 4 
> — E» 
v=lxl x v=lx-1] 


3.39) Seja a função f, de IR em IR, definida por 


=t, ter <0 
f(x) = 0, sex=0 
1,sex>0 


a) Determine o conjunto-imagem de f. 
b) Desenhe o gráfico de f e deduza'os gráficos das funções definidas por y = fx — 1) e 


y= O +L 


Solução Ê 
a) Observe que todo real negativo tem imagem — 1, zero tem imagem zero e.que todo real po- 
sitivo tem imagem 1; daí IMD) = (— 1; 0; 1). 


b) vtbd=1 
sex>0 


0)=001 
=] + da 4 
PR RR Ed 
sex<0 
O gráfico de y = f(x) des- O gráfico de y = f(x) des- 
locou-se para uma unidade locou-se uma unidade “pa- 
“para a direita”. ra cima”, 


3.40) Desenhe o gráfico da função f definida por 
fo) = (|x|- Dk + 2. 


Solução 
A definição de módulo de um número real nos dá 
Sex>z0: |x|=x efy=K-D)DK+D=x2+x-2 
Ssex<O: |xj=-xef)=(-x>D K+D=-*-3k—2 
Então 
2 
OR papa se xz0 
-x2-3X-—-2, se x<0 


Para obtermos o gráfico de f, desenhamos as parábolas de equações y =x) +x—2€ 


y=-x? — 3x — 2; da primeira tomamos o “arco” constituído pelos pontos para os quais 
x>0, e da segunda, o “arco” constituído pelos pontos para os quais x < O 
po AY 
fi)=x2+x-2 
para x 20 
> 
x 
HE) =IR 


3.41) Seja a função quadrática f définida por 
fg)=-*+m+1 
Determine m para que f admita um máximo absoluto igual a 5. 


Solução á 


O gráfico da função f é uma parábola cuja concavidade está voltada “para baixo”; efe- 
tivamente f admite um valor máximo dado por 


Daí, m? + 4=20€, então, m=4 ou m 


Exercícios Propostos 
3.42) Seja a função real definida por f(x) = Jal 
x 
a) Determine f(— 2) e f(2). 


b) Determine D(f). 
c) Construa o gráfico de f. 


3.43) Seja a função f definida por 


1, se —I<xx<0 
fx) = 
x+1, se 0<x<l 


“a) Desenhe o gráfico de f. 
b) Deduza: D(f) e If). 
c) Desenhe os gráficos das funções definidas por 


y=)+l;y=fk-Dy=H>0;y=1- fx) 


« 3.44) Seja a função quadrática definida por 


fo)=mx +2xXx+1, mo 
Determine m para que a função admita um valor máximo em x = 1. 


3.45) Desenhe o gráfico da função definida por 


3.46) Seja f uma função real, de domínio IR%, tal que 


a =0 
fix + x2) = 064) + f(x) 


a) Móstre que (=) = — f(x,) e que (E) = f(x) — f(x,). 
2, 


X2 
b) Seja a função q definida por 
1-x 
elx) = É ( ) 
À fx, 


Determine q(0). 
Dê o domínio da função q 
Qual é a paridade de q? 


3.7 — OUTRAS FUNÇÕES ELEMENTARES 


Função definida pela fórmula f(x) = x* 


Consideremos a função f, de IR em 
IR, definida por 


Essa função é crescente em IR; é 
ímpar; o seu conjunto-imagem é I(f) = IR. 
O gráfico é mostrado na figura. 


Função definida pela fórmula f(x) = 1 
x 


Consideremos a função f, de IR* em IR, definida por 


Essa função é decrescente em IR* e também em IR£ 
gem é IR*; o gráfico é uma hipérbole. 


AY, 


- Seu conjunto ima- 
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Função maior inteiro 3.49) Seja a função f definida pela fórmula 
Éa função f, de IR em IR, que associa a cada número real x o número [x], 


] 
fg) =— 
que é o maior inteiro que não supera x À 


x- 
a) Determine D(f). 
b) Desenhe o gráfico de f e deduza I(f). 


Solução 


a) Devemos ter x — 10, isto é, D(f) = IR — (1). : 
b) Para se obter o gráfico de f, desenhamos o gráfico da função g definida por 


A figura abaixo ilustra qual é a correspondência definida pela função f. 
-3 -2 -1,6 -1-0,8 0 0,7 1 2 24 3 


gx) = cdi «e, como f(x) = g(x — 1), “deslocamos” o gráfico de g para a direita, de 
x 


1 unidade 


Av 
Er 2 E) o 1 2 3 IR 


Note por exemplo que: 


| 


f(0,7) = o - 
12) = 2] =2 
Mp 6 o fg LO MB=IR 
-1,9=[-1,]=-2 | 

O gráfico da função f é o conjunto de segmentos como mostra a figura | 

4 e! x ” | po e q 3.50) Seja a função f, de IR em IR, definida por 

-l<xx<0 : fg)=—1 ft) = x — [3] 


dg <l é tm=0 
léxx<2? tifo)=i 
24xx<3 :f()=2 

3 


denominada função mantissa. À 
Desenhe o gráfico de f e deduza o seu conjunto-imagem. 


Solução 
ABR eR à e o<xx<l:[x]=0 e (=x =-I<x< O[x]=-1 e fW)=x+1 
E : i<xx<2:bd=1 e fy=x-1 -2ex<-libj=-2e f)=2+2 
Observe que I(f) = Z. 


2xx<3:[x]=2 e fg)=x—2 -3<xx<-2:[N]=-3 e fxy)=x+3 


Exercícios Besolvidos 


3.48) Desenhe o gráfico da função f definida por 
fo) =|| E ME) = IR+ 


Solução A 

Para obtermos o gráfico da função f, de- sofre á 
senhamos o gráfico da função definida por reflexão y=x 
y =xº e aquela parte que se situa “abaixo” do 
eixo Ox sofre uma reflexão em torno desse 
eixo 


xY 


, 


Exercícios Propostos 
3.51) Desenhe o gráfico da função definida por 

fg) = —x2*|x| 
3.52) Desenhe o gráfico da função definida por 


| hj =A=* 


3.53) Seja a função f, definida por f(x) = (— D'!. 


. a) Desenhe o gráfico de f. 
b) Qual é o seu conjunto-imagem? 
n c) Ela é periódica? 


3.54) Desenhe o gráfico da função definida por 
fo) = (Dx 
| 3.8 — A FUNÇÃO EXPONENCIAL 


Dado um número real a,a>0 e a1,a função de IR em IR, definida pela 
fórmula 


denomina-se função exponencial de base a. 
Destacamos as seguintes propriedades da função exponencial: 


E 1. sea>1,a função é crescente em IR; se O<a<1, é decrescente em IR. 
E £ 2. o conjunto-imagem é IR%. 
| | j 3. o gráfico apresenta uma das duas situações 
] . 


f(x) = aX 


| 
1 
I 
1 
1 
1 
t 
x 


xY 
xv 


1 x3 


xx > aX1< ax 


x Cx e ati > 2 


50 


Exercícios Propostos 


3.55) Dê o domínio da função definida por 
1 


== 
3 — 243 


3.56) Desenhe os gráficos das funções definidas por 


txt 
a) fi) = G) 


»)ig=1-7 


3.9 — FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Função seno e função cosseno 
Dado um número real x, a ele associamos sobre a circunferência trigono- 


métrica o ponto P, extremidade do arco ÁB, cuja medida algébrica é x. 
A ordenada OP, do ponto P deno- 
mina-se seno do número real x, e a abscis- 
sa OP, do ponto P denomina-se cosseno 
do número real x. 
1. Definimos, então, a função f, de 
IR em IR, para a qual Ea PR it 


P: associado 
ao número real x 


que é denominada função seno. 

A função seno tem conjunto-imagem KO=[—1; 1]; é impar; é periódica: 
de período 21. 

O seu gráfico é a senóide 


” 


2. A função f, de IR em IR, para a qual 


denomina-se função cosseno. 


Seu conjunto-imagem é Kf=[—1; 1]; é par; é periódica de período 27. 


Seu gráfico é a cossenóide 
YA 


Função tangente 


Na circunferência trigonométrica da figura, seja P o ponto associado a um 
número real x; T é o ponto de interseção da reta OP com o eixo Az. Sabemos 
que a ordenada AT, do ponto T, é a tangente do arco de medida algébrica x, en- 
quanto que OP, e OP, são, respectivamente, o seno e o cosseno desse mesmo 
arco. 

Lembrando que, se o ponto P 
: coincidir com B ou com B, isto é, se 


% 


x=S +, não existe a tangente; ex- 


cluindo esses pontos, temos, associado ao 
número real x, um único número realtgx, 
que sabemos ser igual ao quociente entre 
sen x e cogx. 

Fica, então, definida uma função f, 


de IR [5 + he teztema, para a 


O domínio da função tangente é Do=[rerIrt Tete tez|o seu 


conjunto-imagem é IR. À função tangente é impar e periódica de período 1. 
O seu gráfico é a tangentóide: 


W ] 


| 
I 
I 
] 
| 
| 
I 
| 
I 
| 
t 
| 
| 
| 
| 
| 
l 
I 
l 
I 
l 


Um resumo para outras funções trigonométricas" 


1. Função cotangente 
f(x) = cotg x 
D(b = (xelR|x + km; ke Z) 
Xf) = IR 
impar 
período 1 


Os X 


cotg x = 
sen x 


2. Função secante 
f(x) = sec x 
D() = frertza5+ km; ez) 
Kb = ]-00; —1]U [l; +00[ 


par A 
período 27 Y 
1 


cos X 


sec x = 


qd Função ;cossecante : 

À f(x) = cossec x 
D(f) = (xelR|x £ km; ke Z) 
Kt) =)- 00; ul; +ol 


ímpar 
período 21 
1 
cossec x = 
g sen x 


Exercícios Resolvidos 


3.57) Determine o conjunto-imagem da função definida por 
fx) =2senx+1 


Solução 
Sabemos que para todo real x tem-se: 
—-I<senx<l 
Daí 
—2 <2senx<2 


e somando-se 1 a cada termo da desigualdade 


-I<2snx+1<3 
isto é 
—-I<f)<3 
Assim 


KO =[—=1;3] 
3.58) Determine o domínio da função f, definida por 
1 


fo) =- x 
cos (x +) 
Solução 
L) 


Devemos impor duas condições para obter o domínio da função f: a cotg (x + :) deve 


existir e ser diferente de zero. 
Então 


x+D+a j 
Ed nr 
+ qt + 3 
Daí DO frerixeTrtrexo Trim kez) Y 


3.59) Construa, para O <x < 27, o gráfico da função g, definida por 
g(x)=—-2—- senx 


Solução 


A partir do gráfico da função f(x) = sen x, após uma reflexão em torno do eixo Ox, e uma 
translação “para baixo”, de duas unidades, obtemos o gráfico da “função g 


xy 


e 


Exercícios Propostos 


3.60) Determine o conjunto-imagem da função 


f(x) = — 2 + 3secx 


3.61) Dê o domínio da função f(x) = ve (x +53). 


3.62) Mostre que a função definida por f(x) = E é par. 


3.63) A função definida por f(x) = A «sen (kx) é periódica de período 61 e tem conjunto-imagem 
[-4; 4]. Determine essa função. 
3.64) Construa o gráfico de cada função definida abaixo: 


a) f(x) =2 + senx 


b) f(x) = cos (x — =) 


c) f(x) = sen 2x 


3.65) Construa o gráfico de cada função definida abaixo: 


a) f(x) = — | cosx| 
b) ft) = Toma 


cos x + | cos x 
ce) f(x) = odio | 


3.10 — FUNÇÃO INVERSA 


(0) conceito 


Seja f uma função real de A em B. 

Se para cada y em B existe um e um só x em A, tal que y= f(x), diz-se que 
a função f é invertível. Então, a função de B em A, que associa a cada y de B um 
único x em A, chama-se função inversa de f e é notada com f”*. 


Observe que: 

1º) D() = B = (0 

2º) ME!) = A = D(S 

3) y = fx) e x= f-1(y) 


Seja f uma função invertível, de A em B, e seja y = f(x) a fórmula que a de- 
fine. 

A função inversa, f!, de Bem A, é definida pela fórmula x=f""(y). 

Então, dada a fórmula que define a função f 


y = f(x) 


56 


para obtermos a fórmula que define a função inversa f”! expressamos x “em 
Junção” de y ) 


x= 6) 
Por exemplo, seja a função invertível, de IR em IR, definida por 
y=tW=% 

Para obtermos a fórmula que define f”*, partimos da fórmula que define f 

e à ad x 
Expressando x “em função” de y 

1=35 
Então, a fórmula que define a função f”! é 
= =95 


É comum, entretanto, na fórmula x= Yy, fazermos uma troca de letras: 
x por y ey por x; então 


y= = 
é a fórmula que define f”!. 


Um resumo 


Dada a fórmula 
y = f(x) 


que define a função invertível f, se quisermos a fórmula que define a função f"!, 
procedemos da seguinte maneira: 


1.º passo: na fórmula y = f(x), “isola-se” x no primeiro membro; 
2.º passo: troca-se a letra x pela letra y e a letra y pela letra x. 


Uma propriedade geométrica 


Os gráficos da função f e sua inversa f”! são simétricos em relação à bis- 
setriz dos quadrantes ímpares. 


Exemplo 
Seja a função f, de IR em IR, invertível, tal que 
f(x) = xº 
A função inversa f”! é de IR em IR e 


6) = Yx 
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Os gráficos de f e f”* estão na figura abaixo: 


Exercícios Propostos 


3.66) Seja a função f, invertível, de IR* em IR*, definida por 


Determine f7'. 


3.67) Seja a função f, invertível, de IR — 5 em IR — E. tal que 


E 
Determine 17", 


3.68) Para a função polinomial do 1.º grau, de IR em IR, definida por f(x) = ax + b, a £ O, deter-. 


mine a e b sabendo que f= 1". 


3.69) Considere a função f, de IR em IR, definida por 
fo) =2x—5 


a) Determine f"*. 
b) Calcule (fo x) e [EG]. 


Algumas funções importantes 
1. A função raiz quadrada 
A função f, de IR, em IR, definida 


por f(x) = x? é invertível. A sua inversa, 
f”!, é função de IR, em IR, , tal que 


Os gráficos de f e f”* estão dese- 
nhados ao lado 


2. A função logaritmo 


YA 
tod =x? Z 
rá 
Ed 
Fá tio) =Vx 
/. 
x 


A função exponencial de base a,a > 0 e a + 1, de IR em IR, tal que f(x) = a*, 
é invertível. A sua inversa, f”!, é a função de IR$ em IR, definida por 


3. A função arco-seno 


A função de = =| em [-1; 1), tal que f(x) = sen x é invertível. 


2 


.n 


A sua inversa, f!, é a função de [—1; 1] em [= =| definida por 


4 


Os gráficos de f e f”! estão desenhados abaixo + 
f-1(x) = arc sen x y & 
D(t) = [-1;1] a As a 
dás fatedy = Mm. 2 El 
CD() = 1-1) = [= 3 AE Sa 
fz” | 
e 
Pad sc 
“MA Es x 
21 | 2 
ty ' 
p | 
Fá 
Pd 
/ 


4. A função arco-cosseno 


“A função de [0: x] em [—1; 1], tal que f(x) = cos x é invertível. A sua in- 
versa, f7!, é a função de [— 1; 1] em [0; 7], definida por 
Rd 


Os gráficos de f e 1”! estão desenhados abaixo 


VA R 


pis ss) T / 


f-!(x) = are cos x 
DO 9 =[=1;1] 
cD(t') = If!) = [0; n] 


5. A função arco-tangente 


'A função de I a il em IR, tal que f(x)= tg x é invertível. A sua in- 


versa f”!, é a função de IR em | E al definida por 


«eoaiá 
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Os gráficos de f e f”* estão desenhados abaixo 


f!(x) = arctgx 
D(') = IR 


cb = 169 = |- E al 


E qi A-j--[————— 


Exercícios Resolvidos 


3.70) Determine o domínio da função definida por 


f(x) = loga (1 — 2x) + 3arc cos ar L 
Solução 
As condições que devemos impor são 
1-2x>0 
e 
= eg 3x =1 a 


2 


A solução do sistema acima nos dá D = [- 3º E] 


3.71) Dê o conjunto-imagem da função f, definida por 
f(x) = x + Zaresen x 


Solução 
Para todo x, — | <x< 1, tem-se 


a 


x 
—-— garesenx <— 

Ee “a 
—-n <2arcsenx <r 
e, somando x aos membros da desigualdade 


O<xm+2arcsenx <27 
ou 
O<fx)<2r 


Logo 
D(f) = [0; 27] 
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3.72) Construa o gráfico da função g, definida por 
g(x) = | arc sen x 


Qual é o seu conjunto-imagem? 


Solução 

Se f(x) = arcsenx, para obtermos o 
gráfico de g(x) = | f(x) |, fazemos a “parte que 
está abaixo” do eixo Ox, do gráfico de f(x), 
sofrer uma reflexão em relação a esse eixo 


3.73) Determine o conjunto-imagem da função definida por 
f(x) = sen (arc tg x) 
Solução 
Fazendo q = arctgx, temos tga = x, com - <a <s e x real qualquer. Assim 
f(x) = sena e, como — 5 <a <> tem-se — | < sena < l, isto é 
te K9 =]-15 1 


Exercícios Propostos 


3.74) Determine o domínio da função definida por 
f(x) = log (3x — 1) + 2 log (x + 1) 


3.75) Determine o domínio da função definida por 


ft) = Zarccos G fa 3) 


3.76) Determine o conjunto-imagem da função definida por 
kd 
f(x) = = + 3arccos x 


3.77) Construa o gráfico da função definida por 


f(x) = — are cos x 


Exercícios Suplementares 
1.1) Algumas desigualdades em IR 


1.º) Se a e b são reais não negativos, prove que o - b > ab. 


b 
23) Sca>0eb>0 prove qu D+ >2 


32) Prove que a? + b? + c!>ab+bc+ ca. 
4) S2 a, be c são reais positivos, verifique que 


(arbrog(a! +b!+e>9 
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5") Se a,,ã2,23,--.s An SÃO positivos e a;+az* az" ...t Ay = 1, mostre que 
U+a)(lra)(l+a) (ta)? 
6.) Os números reais Pp, q e « são tais que p>0,q > 0eu > 1. Demonstre a implicação | 
p+oiq 


P 
>4>—<a 
p+q q 


1.2) Se a e b são reais não nulos, compare os números 
x=|a-b| e y=| jal=[b1| 
1.3) Seja E - IR. Um ponto a diz-se ponto de acumulação de E se toda vizinhança completa de a pos- 
sui um ponto de E distinto de a. 
a) Quais são os pontos de acumulação do conjunto E = 0; 2]? 
b) Qual é o ponto de acumulação do conjunto E = fãs n encho 
c) Se a é um ponto de acumulação de E, toda vizinhança V(a) possui infinitos pontos de E. De- 
monstre. 
1.4) Uma função f, de Z em Z, é tal que para todo a, ae Z e todo b, be Z, tem-se 
fla + b) = f(a) + f(b). 


a) Determine f(0). al 
b) Verifique que f é ímpar. | 
c) Se f(1) = k, determine f(n), ne IN*. 


1.5) Sejam as funções f e g, definidas respectivamente por 
f(x) =senx e ay =2x+b,240 
Calcule a e b, sabendo que fog =gof. 


1.6) Seja a função g, real, definida por 
x+2 


di 
Ee fi 


x + 
x+2 


g(x) = logo 


a) Qual é o domínio de g? 
b) Resolva a equação g(x) = 0. 


1.7) Seja f a função real tal que 


2 -3x+1 


da x-1 


Verifique que f é crescente em ]-00; El 
1.8) Prove que para |x| < 1, tem-se 


us 
arc sen x + arc cos x = — 


Limites e Continuidade 


Capítulo 4 — Definição de limite de uma função | 
Capítulo 5 — O conceito de função contínua 
Capítulo 6 — Cálculo de limites 

Capítulo 7 — Limites e continuidade laterais 
Capítulo 8 — Infinito 


Capítulo 9 — Funções trigonométricas, | 
” exponenciais e logarítmicas 


Capítulo 


Definição de limite de uma 


função 


4.1 — IDÉIA INTUITIVA DE LIMITE DE UMA FUNÇÃO 


Neste item, apresentaremos uma discussão informal das principais idéias 
a respeito do conceito de limite, começando com uma pergunta: 

“Dada uma função f é um número xo, se tomamos valores de x próximos 
de xo, que número estará próximo dos valores de f(x)?” 

Se xo pertence ao domínio de f, então o valor de f para x = Xo é f(xo). Poderia- 
mos pensar, então, que se tomamos va- 
lores de x próximos de xo, Os valores de 
f(x) devem resultar próximos de f(xo). 
Isto é o que acontece, de fato, com mui- 
tas funções, mas há casos, como veremos 
nos exemplos, em que, embora x tome 
valores próximos de xo, os valores de 
f(x) não se aproximam de f(xo). 


1.º exemplo 


Seja a função f:IR — IR, dada por 
f(x) =x? + 2, cujo gráfico se representa 
ao lado. 

Diretamente no gráfico, pode-se ver | 
que: ! 

| 


1.9) (D)=3 
2.º) Se x é próximo de 1, então f(x) 
é próximo de 3= f(1). 


A 
2º exemplo” gb E ud 
; 5 


Considere, agora, o exemplo da fun- 
ção g: IR — IR, dada por 3 


E 
v 


- 
* 


T 
] 
a 


x s e<l 
g(x) = 3, se x=1 
x+5, se x>1 


= 
T 
1 


: 
Ei 


RR 


cujo gráfico se representa ao lado. 


Diretamente no gráfico, vê-se que: 

19) g(D)=3 

2.º) Se xé próximo de 1 do lado direito, então g(x) é próximo de 5. 
Se x é próximo de 1 do lado esquerdo, então g(x) é próximo de 1. 


Como podemos observar nos exemplos examinados, o comportamento que 
uma função f apresenta, quando x está próximo de um dado ponto xo, pode 
ser bem variado. Considere de novo o 3.º exemplo, aquele da função 


Como se vê, neste último caso não é verdade que g(x) se aproxime de g(1) = 3 e 
quando x se aproxima de 1. Neste exemplo, só foi possível considerar a apro- 
ximação de g(x) separadamente pela esquerda e pela direita de xo =. 

Examinemos mais exemplos do comportamento que uma função apresen- 
ta quando x está próximo de um dado ponto xo. 


2 
— 9 
a 3 Vimos que h(x) está próximo de 6 quando x está pró- 


dada por h(x)= EE 


ximo de 3, ao mesmo tempo em que não se define o valor numérico h(3). Esta 
função ilustra muito bem o conceito de limite. 
Se os valores de uma função f se aproximam de um número L quando x 
se aproxima de xo , dizemos que o limite de f(x) é L, se x tende a xo, e escrevemos 
lim f(x) = L 


axo 


3.º exemplo 
Para a função h: IR — (3) >IR por 
Hit sÉ= 
Ne 
pelo gráfico ao lado. Note que, para 
x3, temos 
(x + 3(x — 3) 
x—3 


E F 
3º podemos representá-la 


É bem evidente que lim h(x)= 6. Assim também, para as funções dos 
n3 


demais exemplos que vimos, podemos notar que lim (x2+2)=3, que lim g(x) 
=+1 


x+1 x 


h(x) = =x+3 não é 3 e que né também não existe. 


x>0 
Ao investigar o limite de uma função f num ponto Xp, estamos interessados 
em valores de x próximos de xo. Veja que pouco interessa o que ocorre com O 
valor numérico de f para x=Xo-. 
No caso de funções como a g, a noção de limite pode ser adaptada, se fa- 
larmos em limites laterais, para x tendendo a Xo pela esquerda ou pela direita. 


Escreveremos 


logo, os pontos do gráfico pertencem a 
uma reta. O gráfico é constituído por to- 
dos os pontos dessa reta, exceto aquele 
deabscissa xo = 3. Vê-se, facilmente, que: 


masi 


1.º) não existe h(3) (pois o valor xo =3 não está no domínio de h). 
2.) se x é próximo de 3, h(x) é próximo de 6. lim fg) =L 
= 1 


se f(x) estiver próximo de L; quando x se aproximar de Xo pelo lado esquerdo, 
e ainda 


“4.º exemplo — 
Dada a função f, : IR — (0) > IR por 
lim f(x) = L; 


1 E ' ; 
fi(x) = —, cujo gráfico é mostrado ao 
x x>+Xo0+ 


lado, pode-se o à i i 
pode-se notar que: se f(x) estiver próximo de L, quando x se aproximar de xo pelo lado direito. 


falx) -— é 
16 Assim, no exemplo da função g, teremos 


1.º) não se define f,(0) (ou seja, o 
valor xo=0 não pertence ao domínio 
de f,). 


lim gxQ)=1 e lim go) = 5 


x>1— x=+1+ 


é h=——= 


2.º) sex se aproxima de 0 pela direita, e também, para as demais funções: 


F,00) toma valores positivos cada vez , 
maiores. lim (2 +9)=3 lim («2 +29) =3 


Se x se aproxima de O pela esquerda, a 


gi 


f(x) toma valores negativos, mas de va- a ob a = 
lores absolutos cada vez maiores. + ds x a us x—3 Eid 
| sado = 1+3+ 
68 69 


No caso da função f, :IR— (0) =IR, ge vista no 4.º exemplo, usa- 
SE 


remos o símbolo 00. Como sabemos, este símbolo se lê infinito e não representa 
um número real. É usado para indicar a 


Y 
idéia de que os valores de uma dada va- 
riável tornam-se grandes, sem limitação. 
Poderemos, então, escrever 
1 

lim — = — o 

x»0- X hn) e 
e 

lim — = + 00 

x»0+ X 
5.º exemplo 


Considere, agora, a função f cujo gráfico é representado ao lado. Para as 
expressões: 


A 
a) lim f(x) à) lim f(x) E pi 
Mass q x+3 1 
b) lim f j) di 67 | 
Dim EO dim Fx) 
o) lim f(x) k) lim fg) 5) | 
x=+1 x+4+ Í 
d) Jim f(x) 1) lim f(x) A ! 
x>2- x>4 | | 
e) Jim f(x) m) lim fã) glemems 
hi À | | 
E O | O 
g) lim ftg) 0) lim f(x) ano 
bh) lim f 
Ely amina 
encontramos os seguintes significados: 
a) 1 4 m) 1 
b) 2 f) não existe np? n) não existe 
c) não existe g) 4 k + o) não existe 
d) 2 h) 4 1) não existe 


A noção de limite, na linguagem que utilizamos até aqui, embora intuiti- 
vamente tenha ficado clara, só estará estabelecida solidamente, para futuros de- 
senvolvimentos lógicos, se for reescrita numa linguagem mais técnica e formal. 
Devemos estipular, rigorosamente, o que queremos dizer com as palavras “estar 
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próximo” ou “tender a”. Tais noções ficam suficientemente claras quando uti- 
lizamos o conceito de intervalo, que em nosso estudo recebe o sugestivo nome 
de vizinhança. Nos próximos itens, trataremos de introduzir essa linguagem, 
para definirmos rigorosamente a idéia de limite. 


4.2 — DEFINIÇÃO FORMAL DE LIMITE DE UMA FUNÇÃO 


1.º exemplo 


Tomemos, primeiramente, o exemplo da função h : IR — (2) — IR, dada por 


x* — 2x? 
h(x) = 
6) x-2 
Ph?) , 
Para x £2, temos Di="" 0 "E » logo, os pontos do gráfico per- 
= 


tencem a uma parábola. O gráfico é constituído de todos os pontos da parábola, 
com exceção daquele que tem abscissa 
xo=2. Intuitivamente, é claro que 

lim h(x) = 4 

x>2 
o que significa que é possível fazer h(x) 
ficar tão próximo de 4 quanto quisermos, 
bastando fazer x ficar suficientemente 
próximo de 2 (note que não desejamos 
que x fique igual a 2, mas unicamente 
próximo de 2). Para exemplificar, su- 
ponha que a distância de h (x) até 4 seja 
menor do que 0,1. Isto significa que 


4-0] <h(xg)<4+0,1 
ou, ainda, que 
lho) -4|<o1 


Graficamente, desejamos que h(x) se 
situe na faixa do eixo Oy indicada ao 
lado, a qual é a representação da vizi- 


nhança Via; 0,1) 


Pode-se ver que, para conseguir este 
efeito, bastará tomar x dentro do inter- 
valo 


/4-0]<x</4+0lex+2 


De fato, supondo x 2, pode-se escrever h(x)=x?. Então, a condição 
|h(x) — 4] <0,1 fica |x? — 4| < 0,1, donde 


—-0]<x-4<01 
ou ainda 
4-0]<x)<4+01 


É claro, portanto, que tomando-se 


V4-0]<x</4+0,,com x%2 


resultará 
|h(x)-4]<0,1 


Este intervalo é o mais amplo possível. Na verdade, qualquer intervalo 
aberto contido nesse, tendo 2 em seu interior, serviria também ao nosso pro- 
pósito. Vê-se, então, que é possivel fazer h(x) ficar a uma distância de 4 menor 
do que:0,1: basta tomar x dentro de uma vizinhança de 2, contida no intervalo 
acima. 

Aproximemos h(x) mais ainda de 4. Se desejarmos que a distância de h(x) 

“até 4 seja menor do que 0,001, isto é, que 


| h(x) — 4| < 0,001 
deveremos escolher uma vizinhança de 2 com raio bem menor; mas é claro que, 
por menor que seja a distância que desejarmos de h(x) até 4, será sempre pos- 
- sível encontrár uma conveniente vizinhança de 2 que funcione bem. 


” Generalizando, diremos que se tomarmos qualquer número positivo e (por 
“menor que seja este valor), poderemos fazer 


“[hx)—-4]<s 
pois será sempre possível escolher uma vizinhança de 2, 
V*(2; 8) 


com raio ô-conveniente. Para essa vizinhança, teremos que se |x— 2 | <õBe 
x+2, então |h(x)-4|<e. 
Ao invés de escrever |x —2| <ô ex + 2, podemos escrever 0<|x—2[<3. 
Veja que a frase lim h(x) = 4 começa a*ser substituída por outra, equiva- 
E 


valente, mas de significado preciso. Para dizer que lim h(x)=4, dizemos: 
1>2 


“dada uma vizinhança do número 4, com raio £, é possível escolher uma 
vizinhança do número 2, com raio 8, tal que se xe V*(2; 8), então 
h(x) e V(4; e)”. 
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Esta mesma frase pode ser dita assim: 


2.º exemplo A 
Considere, agora, o exemplo da fun- po 
ção g:IR— (1) > IR dada por 5 Í 
I 
3|x— 1 | 
ni ol | 
x-—1 E a 
| 
cujo gráfico está representado ao lado. | 
É fácil ver que 1 
I 
3 sé R51 DR 
g(x) = -3 
-—3, se x<1 
Intuitivamente, é claro que lim g(x) não existe. 
x>1 
Podemos dizer que existem os limites laterais 
lim gx)=-3 e lim gx)=3 
a=.] — x>1+ 
mas não podemos dizer que lim g(x)=3. 
Dizer que lim g(x) não é 3 significa A 
x>1 


que é impossível fazer h(x) ficar tão pró- 
ximo de 3 quanto quisermos, com x apro- 
ximando-se de 1 por ambos os lados. 
Para exemplificar, suponha que deseja- 
mos fazer a distância de g(x) até 3 ficar 
menor do que e = 0,1, tomando para isso 


uma vizinhança conveniente de 1. Vere- 
mos que isso é impossível, pois qualquer 
vizinhança de 1 apresenta pontos à es- 
querda de 1, para os quais g(x)= —3, 
logo, para esses valores, 


Igw-3]=6>041 
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É claro que os valores à”direita de 1 satisfazem a condição, pois para eles 
g(x)=3 e então 


Igg)-3]=0<041 


Entretanto, a condição | g(x)—3|<0,1 deveria ser satisfeita para todos 
os pontos da vizinhança V*(1; 5). 
O mesmo argumento serviria para mostrar que -g(x) não se aproxima de 
4, 5, 6 ou de qualquer outro número real, ou seja, não existe lim g(x). 
e 


Vamos, agora, estabelecer formalmente a definição de limite de uma função. 

Seja f: A — IR uma função e seja xo um número real. O número xo pode 
pertencer ou não ao domínio de f, mas suporemos que existe ao menos uma 
vizinhança reduzida, de xo, que está inteiramente contida em A. 


ao limite L qu x tende a x 


um número 


Indicamos lim f(x)=L, ou ainda 


x—+xo 


fw)>L se x>x 


Exercícios Resolvidos 
4.1) Seja f:IR > IR dada por f(x) = 2x — 5, Prove que lim (Qx— 5)=3. 


Solução 


Proposição: Devemos provar que para qualquer número positivo e, é possível encontrar 
um número positivo ô tal que 


se0<|x-4]<ô, então |f)-3]<e. 
Investigação: A condição | (2x — 5) — 3] < e equivale a |2x — 8] < e, ou ainda 


l2x-9]<e 
2|x-4|<e 


E 
lx-4|<5 


Parece claro, então, que devemos escolher 5 = > 


Demonstração: Dado s >, vamos escolher 5=5. Seja 0<|x—4|<ô. Então, temos 


li -3|=|Qx-59-3]=|2x-8|=2|x-4| <=. 
isto é, 


liwy-3]<e 


Assim, fica provado que lim (2x — 5) = 3. 
1-4 
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4.2) Seja f: IR > IR dada por f(x) = 1 — 3x. 
Prove que lim (1 — 3x) = = Si 


Solução 
* Proposição: Devemos provar que para qualquer número positivo £, é possível encontrar 
um número positivo ô tal que 
se0<|x—-2]<ô, então |f(x)-(- 5)|<e 
Investigação: A condição 
ld-30-(- 9] <e 
escreve-se 


li-3x+5|<e 
l6-3x|<e 
Ix-6|<e 
3jx-2|<e 


Ix-21<5 


Vê-se, então, que devemos escolher à = 


cias 


Demonstração: Dado & > 0, tomemos 8 ==. Seja 0<|x-—2]< 8 Assim 


Iro--sl=|0-3)0-(-9|=|6-m»|=|x-6|=3|x-2]<3=e 
Portanto, 
lim (1 — 3) = —5 


2 
43) Seja f:!R — (3) + IR dada por ft) = É —. 


 X-9 
Prove que lim SET ha 6. 
Solução 


Proposição: Devemos provar que para qualquer número positivo e, é possível encontrar 
um número positivo ô tal que 


se0<|x-3|<ô, então | f(x) — 6] < e. 


Investigação: Para x + 3, temos f(x) = St36-D =x +3, Assim, a condição 


x-9 
x—3 


-6|<e 
escreve-se 


Ix+3-6|<e 
Ix-3|<e 


Basta, então, tomarmos 5 = e. 
Demonstração: Dado : > 0, seja 8 =e. Sc0<|x-—3]<, tem-se 


x2-9 
[fy-6|= = -e|-|6+D-6|=|x-3]<õ=e 
o j 
Portanto, lim É Dal, 
3 Xx— 
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4.4) Seja f:IR — (1) — IR dada por: 


mw +x-3 


5. 
=) 


Prove que lim 
Solução 
Proposição: Devemos provar que para qualquer número positivo £, é possível encontrar 
um número positivo ô tal que 
se0<|x-—1|<ô, então | f(x) — 5] < e. 


(2x + 3)(x — 1) 


Investigação: Para x + 1, temos f(x) E = 2x + 3. Assim, a condição 
2W2 +x—-3 
Ru - 
escreve-se: 
lt +)-s5]<e x 
a |x-2|<e 
w 2|jx—-1|<e 
£ 
fx-1] “o 


E 
Basta, então, tomarmos ô = z 


Demonstração: Dado € > 0, seja ô => Se0<|x-1|<õô, tem-se 


22 +x-3 
Lig) -5|=|———— — 
x=1 


2x3, 
= Rd 


sl=|0x+3-5|=2|x-1|<2= 
Portanto, lim 


4.5) Seja f: IR — IR dada por f(x) = xº. Prove que lim 2 =25. 


Solução 
Proposição: Devemos provar que para qualquer número positivo £, é possível encontrar 
um número positivo ô tal que 4 


se0<|x-5|<B, então | f(x) — 25] < e 


Investigação: A condição | f(x) — 25] < e escreve-se 
|xX-25|<e 


ximos de 5. Assim, nada nos impede de restringir os valores de x à vizinhança de raio 1 em tor- 
no do número 5. Se fizermos |x — 5| < 1, ouseja, 4<x<6,teremos . 


9 <x 4 5 = 01 x 
ipê, E Es |, 
4 5 6 
lx+s|<m 
Assim, se tivermos |x — 5] «11 < e, teremos também [x — 5| .|x + 5| < e, porque 
estaremos substituindo, no 1.º membro, o número 11 por uma expressão | x + 5 | menor que 11. 
Por outro lado, para termos |x — 5| «11 < e, basta que seja |x — 5| < T Conclui-se 
que, para provarmos a nossa proposição, deveremos escolher à de tal modo que as duas condições 
e 


Ilx-5|<1 e lx-s|<T 


sis: . E 
fiquem satisfeitos. Para isso, basta tomar como ô o menor dentre os números 1 e T 


Demonstração: Dado £ > 0, tomemos à = min (15). Seja 0 <|x-— 5|< 5. Temos, 

então: 
190<|x-5|<1, donde |x+5|<11 : 
2)0<|x-5|<, donde |x —5|cti<e, Í 


Daí resulta que |x — 5| -|x +5| <e, ou seja, 
Iv —-25|<e 


e, portanto, lim x =25. 


4.6) Seja f: IR > IR dada por f(x) =x? + x + 1. Prove que lim (x*2 + x + 1)=3. 
a=+1 


Solução 
Proposição: Devemos provar que dado s > 0, existe 8 > O tal que 
se0<|x-1|<ô, então | f(x) - 3] <e 


Investigação: A condição | f(x) — 3] < & escreve-se: 
Io? +x+D-3|<e 
| +x-2]<e 
la- Da +29|<e 
lx-1]-|x+2|<e 


Supondo que x se restringe a uma vizinhança de | com raio 1, temos |x— 1] < 1, ou 


| má 
la- DK +9|<e R 
Ix=s|-|x+5|<e 0O<x<2 
Ê g ' 2<x+2<4 o Ras O 
Esta etapa de investigação não é ainda uma prova, mas sim uma pesquisa do ponto de partida = 1 2 


para a prova. Queremos alguma afirmação da qual se possa concluir que Ix-5|-|x+5]<e. 
Lembre-se de que, ao pesquisar O limite para x > 5, estamos interessados em valores de x pró- 
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Demonstração: Dado £ > 0, tomemos 3 = min (1, 3e). Seja 0 <|x — 5| < 5. Então 
1)0<|x-5|<1, donde |x—-2|>2 
2)0<|x-5|<3 

Daí resulta que 

3e 
2 


Ix=5|<> «|x-2] 


donde 


2 |x-5] 


E E di 


que é equivalente a 


Portanto, lim — cg 
4.9) Seja f: IR > IR dada por f(x) = x?. Prove que lim ai= 8: 
Solução : 
Proposição: Devemos provar que, dado e > 0, existe 8 > O tal que 
se0<|x-2|<ô, então | f(x) - 8] <e 

Investigação: A condição | f(x) —.8| < e equivale a |x? — 8] <e 
la-Dm +2x+9|<e 
Ix-2|-|X +2x+4]<e 


Se restringirmos x à vizinhança de 2 com raio 1, teremos |x — 2] < l,istoé,I <x<3, 
e também | <x?<9e2<2x<õ6. Portanto 


3<x +2x<15 


x 
1<x+2%X+4<19 E (4 
Logo, 1 2 3 
| +2x+4]<19 


Por isso, da condição |x — 2/[ +19 < decorrerá que |x— 2] .|x2+2x+4]<e, 
pois estaremos substituindo, no 1.º membro, a expressão | x? + 2x + 4|, que é menor do que 19. 


As duas condições, |x—2|<1e |x—2] <p ficam satisfeitas para 5 = min ft. a 


Demonstração: Dado e > 0, tomemos ô = min (15 
Seja 0 <|x-2]<ô Então: 
1.90<|x-2|<1, donde |xº+2x+4]<19 
2)0<]|x-2]<5, donde |x — 2] c19<e 
Daí resulta que 
lx-2].|xX2 +27 +4]<s 
que equivale a 
IX -8|<e 


e, portanto, lim xº = 8. 
*+2 


so 


4.10) Seja f:IR, — IR dada por f(x) = x. Prove que tim ass + 
Solução 
Proposição: Devemos provar que, dado E > 0, existe 8 > O tal que 
se0<|x-9]<ô,então|/x-3|<e 
Investigação: A condição | /x — 3| < e escreve-se 
Ix-9]<el/x+3] 
Jx-3= 1X 3x + 3) PRC o 
dx +3 Jx+3 
Restringindo x à vizinhança de 9 com raio 5, temos que [x — 9] <5,0u4<x< 14, donde 
2</x< 14 


5</x+3<3+/14 
e, então 4 9 14 


IVx+3]>5 


Da condição |x — 9] < e «5 decorrerá que |x — 9] < e +| /x + 3], pois estaremos 
substituindo o 2.º membro por uma expressão e «| LR + 3| maior do que e +5. 
As duas condições, |x—9|<5 e |x—9]<e-+5, ficam satisfeitas para 8=min (5, 5e). 


Demonstração: Dado & > 0, tomemos à = min (5, 5e). Seja 0 < |x — 9] < à. Então 


190<|x-9]<5, donde | /x+3|>5. 
2)0<|x—9]< Se. 


Daí resulta que 


Ix-9]<el/x+3] 


ou 


que equivale a 


Portanto, lim a/3e= B: 
x+9 


4.11) UNICIDADE DO LIMITE. Seja f: A > IR uma função para a qual existe o limite quando x 
tende a xo. Prove que esse limite é único, isto é, prove que se 


lim fg) =, e lim fx) = L; 


x-30 


então 


Solução: 
Dado e > 0, 
1.º) existe 6, > O tal que 
se0<|x-x|<B, temse|f(x)-Li|<e 
2.º) existe 5) > O tal que 


se0<|x-—xo|< tem-se |f(x)- L;|<e 
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Assim, para 8 = min (ô,,0,),as duas condições ficarão satisfeitas, isto é, se O < |x—-xo]<ô, 
tem-se simultaneamente 
ei <E 
ti) —- Lo] <e 


Como o módulo da diferença é menor ou igual à soma dos módulos (veja a desigualdade trian- 
gular, no item 1.4), podemos escrever que 


| Lo) — Li] — Lic) — L5]] < | ft) — Li | + [f6) — Lo | <2e 
donde resulta que |L; — L; | < 28. 
Mas o valor de £ pode ser escolhido arbitrariamente, desde que seja positivo. Admitamos, 
para racionar, que seja L; + L,. Então, poderia ser escolhido £ = a =] > 0. Se isto 
ocorresse, teriamos 


iii | diego 


ou seja, 
|Ly-=Li|<|L;- Li 


Como isto é absurdo, resulta que é impossível que seja L; £ L,. Em outras palavras, 
só pode ser L; ='L.. 


4.12) TEOREMA DA CONSERVAÇÃO DO SINAL. Seja f: A — IR uma função para a qual existe 


o limite quando x tende a xo. Suponha que 
lim fy)=L£O0 


x-+x9 


Prove que é possível determinar uma vizinhança reduzida, de xo, tal que todo x pertencente a 
essa vizinhança apresenta imagem f(x) com o mesmo sinal de L. 


Solução 
Dado € > 0, existe 8 > 0, tal que 


se0<|x—-xo|<ô 
então 
[o -L|<e 
isto é, 
L-e<fixgy)<L+e 


+ 
L 
Se L > 0, desejamos que seja f(x) > 0. Para isso, basta tomar, por exemplo, e =— € 


2 
teremos O < E < f(x) < fig 
B 2 2 
Se L < 0, desejamos que seja f(x) < O. Para isso, basta tomar e = — = (que é positivo) 


L 
e teremos Es < f(x) < a <0. 


L pa 
Vê-se, então, que se tomarmos £ = | À , em qualquer caso existirá 5 > O tal que, se 


Die | Xx— Xo | < 8, teremos f(x) e L de mesmo sinal. Assim, V*(xo, ô) é a vizinhança procurada. 


Exercícios Propostos 


Em cada um dos casos abaixo (exercícios de n.º 4.13 a 4.30) é dada uma função f: AoIRe pede-se 


demonstrar, utilizando a definição de limite, que dim f)=L. 
413) EERSIR, fo) = 3x — 7, lim 16) = 5. 

4.14) f:IR> IR, fe) = 2x +3, lim f(x) = 7. 

415) fURSIR, O) =2—*, im f(x) = —3. 


416) FER SIR, fl) = 1 — 2x, lim fg) = 1. 


Ped 
417 ER — DJ >R, fi) = 555, fim fo) = 3. 


E sê 
4.18) fulR — (IJ > IR, fx) = Ui lim f(x) = 2. 
Amt 
419) ER — (2) >IR, ft) = lim O) = 3, 


4.20) f:IR — (3) = IR, fl) «SEE, lim fx) = —2. 
421) ER SR, fl) = 2 + 2, lim fx) = 3. 

429) ER>IR fo) =1—*, tim fã) = 1. 

423) FER > IR, ft) = 22 — 3x + 2, lim ft) = 0. 


424) ERROR, fo) = 22 = x + 1 lim 10) = 1. 


425) EUR — (1) SR, fo) = e lim dO = 5. 


Re 
4.26) f:IR* > IR, fix) = É lim f(x) = 2. 


+35 qm i=s. 


x—1 «2 


427 f:lR — (O) > IR, FO) = 


m=1. 
428) ERP SIR, fi) = = » lim 16) = 1. 


429) f:IR SIR, É) = 1 — x tim fo) = 2. 


4.30) fls > IR, f0) = /% lim fl) = 2. 


4.31) Prove que lim f(x) = L se, e somente se, 
x-x0 
, Capítulo 
lim [fx) — L] = 0 á 
x-+50 


O conceito de função 


4.32) Sejam f e g funções tais que 
lim f(x) =L e lim h(x)=0 


x-+30 x-30 


Prove que lim f(x) « h(x) = 0. 
xo 


contínua 


4.33) Sejam f e g funções tais que 
5.1 — IDÉIA INTUITIVA DE CONTINUIDADE 


fé limitada e lim g(x)=0 
x-10 


P i «s6) = 
rove que dm f(x) « g(x) = 0. j es 
Uma das mais importantes consegiências do conceito de limite é o de 


4.34) Seja g uma função com Jim gm) =L+O. função contínua, que veremos agora, começando com uma definição intuitiva. 


Mostre que existem números positivos 5, M e N para os quais se 0 < |x — xo| < 8, então 
o<M<I|gW|<N 


Por exemplo, as funções cujos gráficos são dados nas figuras (a) e (b) não 
são continuas no ponto xo. A função cujo gráfico é dado na figura (c) é continua 


v 4 | 
1 
1 Ê | 
: | 
] ão + 
xo x xo x | 

(a) 
Yi 


(b) 


cmo —=5 

xo x | 

, lo) | 

em xo. Pode-se perceber facilmente que, se uma função f é contínua em um pon-. ] 
to xo, então os valores de f(x) em pontos próximos de xo devem estar próximos 
do próprio valor numérico f(xo). Ora, isto equivale a dizer que f(x) tende a f(xo) 
quando x tende a xo, isto é ' 


lim f(x) = f(xo) 


xo 


5.2 — DEFINIÇÃO DE FUNÇÃO CONTÍNUA 


1.º) existe f(xo) (isto é, xo € A); 
2º) existe lim f(x); 


38) lim dO) =). 


que f seja descontínua em xo, deve-se ter que 
1.º) existe f(xo); 
2.º) ou não existe lim f(x), 
x>Xo 


ou então lim f(x) + f(xo). 
Xx-Xo 
dado e>0, existe 5>0 tal que 


Aqui, já não fazemos objeção a que seja x=xo. 


1.º exemplo 
Para a função fiIR5IR, f(x)=x2 +2, 
temos 
atij=s 
lim fo) = 3 
x>1 


- Logo, f é contínua em xo= 1, pois 


! lim 10) = (1) =3 


Note que esta definição abrange as três condições seguintes: 


a se |x— xo| < 8, então | f(x) — f(xo) | < e. 


Seja f: A > IR uma função e seja xo um ponto de seu domínio (xo E A). 


Se f não é contínua em xo, dizemos que f é descontínua em xo. Note, tam- 
bém, que só se pode falar que uma função f é contínua ou descontínua em Xo, 
se xo pertence ao domínio de f, isto é, se está definido o valor f(xo). Assim, para 


Note, ainda, que dizer que f é contínua em xo também equivale a dizer que, 


xY 


2.º exemplo 
Para a função g: IR > IR, 
x Se 4<1 
g(x) = 3, se x=1 


x+5, se x>1 
temos 
s(1)=3 
mas não existe lim g(x). 
x>1 
Assim, g é descontínua em xo =1. 


3.º exemplo 
Para a função 
x-9 
IR — » ho)=—>— 
h:iR— (3) > IR, há) 4 
temos que lim h(x) = 6, mas não é defi- 
x+3 


nido o valor h(3). Assim, não tem senti- 
do falar em continuidade ou descontinui- 
dade de h em xo=3. 


4.º exemplo 


Seja f a função cujo gráfico é repre- 
sentado ao lado. Temos: 


a) em xo=1, f é contínua, pois 
lim fx) = (D)=1 
x=>1 


b) emxo = 2,fé descontínua, pois f(2)= 1 
e não existe lim f(x). 
1 


c) em xo=3, f é descontínua, pois f(3)=2 e lim f(x)= 1; logo, lim F(x) + f(3). 


d) em xo=4, não tem sentido falar em continuidade ou descontinuidade de f, 
pois não está definido o valor f(4). 


e) em xo=5, f é contínua, pois 


tim 6) = f(5) = 4 


9) em xo =, diremos que f é contínua à direita e em xo = 6 diremos que f é con- 
tínua a esquerda. 
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» Exercícios Resolvidos 


CO 


A continuidade lateral será discutida mais tarde, mas não custa adiantar, 
por exemplo, que no ponto xo =2, a função f é considerada contínua à direita, 
pois lim f(x)=f(2)=1. 

x>2+ 

Os exemplos examinados ilustram bem o conceito de função contínua em um 
ponto xo. Vamos estender esta noção a conjuntos mais amplos do que um único 
ponto. 


contínua em um conjunto | 


5.º exemplo 


Seja f: IR — IR dada por f(x)=2x— 5. No exercício resolvido n.º 4.1, fi- 
cou provado que 
lim f(x) = 3 = f(4) 


Assim, podemos dizer que f é contínua em xo=4. 
Será f contínua nos demais pontos do seu domínio? 
Para estabelecer este fato, devemos provar que 

lim f(x) = f(xo) 


x-+x0 
ou seja, que lim (2x — 5)=2xo — 5 qualquer que seja xo EIR. 
x-+Xo 


Isto pode ser feito facilmente, como veremos no exercício resolvido n.º 5.1. 
Dizemos, então, que f é contínua em IR. 


5.1) Prove que f:IR > IR, f(x) = 2x — 5 é contínua em IR. 
Solução 
Proposição: Devemos provar que lim (2x — 5) = 2xo — 5 para todo xo EIR. 


Investigação: A condição | f(x) — f(xo) | < & escreve-se 
(2x —-5)— (xo — S)|<e 
g 
2lx-x|<e 
E 
lx— xo] < = 


Basta, então, tomar ô = 


soles 


Demonstração: Dado E > 0, seja à = z Se 0<|x-—xo)<ô, então 


[fe — fa)l=|0x— 5)- Quo — S|=2]x-x|<B=e 


Assim, lim (2x — 5) = 2x0 — 5, isto é, f é continua em todo xo EIR. 


x-30 


5.2) Prove que f:IR > IR, f(x) = k (função constante) é continua em IR. 


Solução - 
Proposição: Devemos provar que 
lim f(x) = f(xo) = k 
= 
Investigação: A condição |f(x).— f(xo) | < e escreve-se |k — k| <e, isto é, 0 < e. As- 
sim, tal condição se verifica independentemente do ô > O escolhido. 
Demonstração: Dado e > 0, seja qualquer 5 > 0. Se 0<[|x— xo) < 5, então 
li -— fa)|=|k-k|=0<e. 
Assim, f é contínua em todo x EIR. 


5.3) Prove que f:IR > IR, f(x) = x (função identidade) é contínua em IR. 
Solução 
Proposição: Devemos provar que lim x = xo. 
x>30 


Investigação: A condição | f(x) — f(xo) | < & escreve-se |x — xo | < e. Basta tomar ô = e. 
Demonstração: Dado e > 0, seja 5 =. Se 0<|x-— xo| <, tem-se 

Lito — fao)|=|x— xo] <ô=e 
Logo, f é continua em todo xp IR. 


5.4) Seja f:IR > IR, f(x) = ax + b (a e b reais, a + 0). Prove que f é contínua em IR. 


Solução 
Proposição: Devemos provar que 
lim (ax + b)= ax +b 


PEA 
Investigação: A condição | f(x) — f(xo) | < e escreve-se 
| (ax + b) — (axo + b)| < e 


lal-lx—-xo|<e 


halo 
E 


Demonstração: Dado e > 0, seja B= Fr. Se 0 <|x xo] < 8, então 


Basta, então, tomar 8 = 


Li) - fo = [6x +) — (ex + b)l=[alt|x xo] <Ja].8=[al-qi=e 


Assim, f é continua em todo x EIR. 


5.5) Seja f:IR > IR, f(x) = x?. Prove que f é contínua em IR. 


Solução 
Proposição: Devemos provar que lim x = xô- 
Investigação: A condição | f(x) — f(xo) | < E escreve-se 
| -xg|<e 
Ix- xo) -|x+ xo] <=. 
Separemos a nossa investigação nos' 3 casos: 
1º) xo > O 2) xo <0 3) xo =0 


1.º caso: 


Restringindo x a uma vizinhança de x; com raio xo, temos Ix—xo| < xo, ou seja, 
—% <X-—X <Xo 
donde 
O<xo<x+xo < 3x O 
e assim 
Ix+ xo | < 3x0 
Da condição |x — xo | +3xo < & decorre que |x — xo | «| x + xo| <e. Basta, então, tomar 


8 =min fo = 
o 


Demonstração do 1.º caso: Dado € > 0, seja 5 = min fo. 


sob. seo <|x xa] <ô, 
então 


190<|x-xo|< xo; donde |x + Xo| <3xo 
2)0<|x- 30] <— donde |x — xo| +3xo < E 
o 
e assim 


[oo — fx) =|x2 —x3]=[|x—xo)c|x+xo|<e 


2.º caso: 
Restringindo x a uma vizinhança de xo com raio | xo |, temos |x — xo | < | xo], ou seja, 

X<X-X<-—Xo 
donde % 

2. Bo<x+X%<X<0 mam 

e assim 

Ix+x0|<3]xo] 
Da condição |x — xo] -3]xo| <& decorrerá que |x— xo] -|x + xo|<e. Basta, então, 


tomar 
ô=mint|x, 
lotar) 


Demonstração do 2.º caso: Dado & > 0, seja 


5=minflxl |. seo <|x- xo] < 5 enão 


a 
3|xo| 


1)0<|x-—xo|<|xo|, donde |x + x,|<3-|xo| 
5 £ 
2mOi<)a = s9) e-qro donde] xi 0] 23 [xo] = 5 
Assim 
li — faD)|=|x*—x3|]=|x—xo|c|x+xo|<e 
3º [EO] 
A condição | f(x) — f(xo) | < & escreve-se 
|x— 0?| <e, donde |x2| <ce|x|< E 
Basta, então, tomar 8 = E 
Demonstração do 3.º caso: Dado e > 0, seja 8 = /e. Se 0<|x-—0]< 3, então: 
fc) — fx)|=|x2 -02|=|x|=|x[/<8 =: 
5.6) Seja f: IR, > IR, f(x) = af Prove que f é contínua ém IR$, isto é, f é contínua para todo ponto 
xo > 0. 
Solução 
Proposição: Devemos provar que lim am /xo, para todo xo > 0. 
x=%0 


Investigação: A condição | f(x) — f(xo) | < & escreve-se 
IVx- rol <e 
ou ainda 
|x—xo| 
x + 


<s 


Xo 
xx] <e-|/Z+ VI] 


Como x > 0, tem-se A A condição |x — xo] < E +./Xo implicará que 
Ix-x]<ec|/x+ |. Devemos, então, tomar 8 = e + /Xo. 


Demonstração: Dado E>0, seja 5=€ + /xo. Então, se 0<|x—xo|<ô, tem-se 
Ix- 30] <e-| T+ Vl 


Assim 


» F ae í-nol 
[ty — fxo)| =X — Vão| = Ra To 


5.7) Seja f:IR > IR, f(x) = |x|. Prove que f é contínua em IR. 


Solução 


Pelo exercício 5.4, as funções g(x) = x e h(x) = —x são contínuas em IR. 
Para x > 0, tem-se f = g, logo f é contínua em IR*. 

Para x < 0, tem-se f = h, logo f é continua em IR”. 

Resta provar que f é continua em xo = 0. 


Proposição: Devemos provar que lim Ix|=0. 


Investigação: A condição | f(x) — f(xo) | < e escreve-se | Ix|-|o] | <esistoé,|x| <e. 
Basta, então, tomar ô = e. 
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a” 


ã 1 Ê 
5.8) Seja f:IR* > IR, f(x) Er Prove que f é contínua em IR*. 
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* Solução 


Demonstração: Dado e > 0, seja 5 =e. Se0<|x-—0|<3, vem 
[fo — faol=| Ix|-Jo| |=Ix|<5=: 


Proposição: Devemos provar que lim as = A para todo xo £ 0. 
xo X  Xo 


Investigação: A condição | f(x) — f(xo) | < e escreve-se 


—-—|<e 
É 
Ix— x] aê 
x| | xo 


Ix— xo) <es|x|+|x0| 
Separemos a nossa investigação nos 2 casos: 
1.º) xo >) 2) x <0 


1.º caso: 


e EM g x 
Restringindo x a uma vizinhança de xy com raio É, temos Ix— x] e ou seja: 


Z 
Xo Xo 
7 * io x , 
due É é pç 2 o) Xo 2 3xo, 
2 2 2 2 


donde, 


Xo 
ll>5 


: x 
Da condição |x — xo| < 2 lx decorrerá que |x — xo) < e «[x] +|xo|. Basta 
então, adotar 
ex2 
6 = min Po, E 


Demonstração do 1.º caso: Dado £ > 0, seja 


+ 3 
in JXo E*Xo 

8=mint-2, SS 

min PE E) ) 


Se0<|x-xo]< ô, então: 


190<|x-x|<H, donde |x| >; 


axa . 
290<|x-x|<É Xo donde [x — xo) < e «|x| [xo]. 


Assim, | f(x) — flxo)| = E -—— + <a 
E ; 


Restringindo x a uma vizinhança de xo com raio Ea! + temos [x — xo| gil + OU seja: 
Ss = td -. 
e <2<o x 
————t———» 
donde 3xo xo xo fo) 
[xj= |xo| 2 2 
E 


A condição |x — xo| < E + «| xo | implicará que |x — xo| < e [x] +| xo]. Basta, 


então. tomar 


E 430 
é mo (LL, 2) 


Demonstração do 2.º caso: Dado & > 0, seja 
= ui [xo] erxô 
8 = min (Ea, 


Se 0 <|x— xo] < ô, então 


1 0<|x 30] <H2L, donde [x] > J32L 
exô 
2)0<|x-xo|< , donde [x — xo | < e c|x|-|xo| 
Assim. Lito — fo | = A!) temos 
pda TE E xT |xo à 


na 


Exercícios Propostos 
Em cada um dos exercícios seguintes (de n.º 5.9 a 5.16), são dados uma função f: A —» IR e um 
ponto xo € A (ou então um conjunto D c A). Pede-se provar que f é continua em xo (ou em D) ou, 
caso contrário, justificar por que f é descontinua em xo. 
5.9) IRS IR fo) =3x+2,x=2 
5.10) fUIR>IR, fg) =1—-2x, x =0 
511) FURSIR, fx) = —x, x =—1 


5.12) f:IR>IR, O) = 3x, D=IR 


2. 

13) IR — (2) 5 IR, fe) SE, D=R=[) 
2. 

s44) FAR (1) >, ft) = 55 Ea D=IR- (1) 


5.15) FR = (1) >R, fo) = w=d 


5.16) f:IR — (1) > IR, f(x) + D=]1, +[ 


5.17) Seja f: IR > IR, definida por 
f(x) = 5x2 — 2x — 15 
a) Calcule f(x) — f(2) e fatore essa diferença. 
b) Demonstre que, se |x — 2| <p tem-se 


17 
lxl<çelto-to|<25]x—2] 


c) Deduza que f é contínua no ponto xo = 2. 
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Capítulo 


Cálculo de limites 


ES EEE REA 


6.1 — SUBSTITUIÇÃO DA FUNÇÃO DADA POR UMA FUNÇÃO 
CONTÍNUA (TEOREMA DA TROCA) 


Como vimos, se uma função g é contínua em xo, tem-se 
lim g(x) = g(xo) 
x-+10 
Assim, o cálculo do limite de uma função que é continua no ponto con- 


siderado reduz-se a calcular o seu valor numérico. Por exemplo, sabendo que 
a função f: IR > IR, f(x)=5x— 1 é contínua em Xo = 3, escrevemos 


lim f)=1(3)=5-3-1=14 
x+3 
O cálculo do valor de um limite torna-se menos imediato se a função dada 
não é contínua no ponto considerado. O teorema que veremos a seguir cria um 


recurso potente para resolver um grande número de casos. A prova é imediata 
e fica para o leitor. 


TEOREMA DA TROCA 


jam fui 


Em outras palavras, se as funções f 
e g coincidem numa vizinhança reduzida 
de xo, ao calcularmos o limite de f(x) para 
x — xo, podemos trocar f por £, sem que 
isto altere o valor do limite. Note que em 
nada nos interessam os valores numéri- 
cos f(xo) e g(xo), que podem até nem ser 
definidos. 


Evidentemente, o caso de maior interesse é aquele em que a função g é con- 
tínua em xo. Neste caso, teremos 


lim f(x) = lim g(x) = g(xo) 


1.º exemplo 


xX-—-9 
É Note que, para x £ 3, temos 


Seja calcular lim 
x+3 X— 


É-9 (+93) 


x—3 x-—-3 Rs 


Assim, estamos diante de duas funções: 


fUR- B)SIR, 
x -9 
fo) = 
fx) EM 
e a 
BR IR 
gm) =x+3 função f função g 


que coincidem em qualquer vizinhança reduzida de xo = 3, sendo que, além 
disso, g é contínua em xo =3. 


Então 
lim f(x) = lim EO im (O=lim(x+3)=g(3)=6 
x>3 ar = ee” os dino 
Es 
: 2.º exemplo 
; 2 
Calculemos lim pr ado Para x£— 1, temos 
o g+l 
2 — x — 
2x* + x e (2x — 1) (x + LD 
ss ql x+1 
+ 2 — 
Bot tu td a fe meme sim —ã 
1 x+1 x>—1 


Pelos exemplos, vê-se que é de grande importância prática conhecermos 
que funções são contínuas em seus domínios. Nos próximos itens estudaremos 
este problema, bem como outras propriedades dos limites, que possibilitarão 
o cálculo com relativa facilidade. Através dos exercícios vistos no capítulo 5, 
já sabemos que as seguintes funções são contínuas todos os pontos de seus 
domínios. 


a) f:IR SIR, f(x) = k (função constante) 

b) f:R>IR, f(x) = x (função identidade) 

o fiR>IR, fxg)=ax+b (aeb reais, a £0) 
d) FEIRS IR, fo) =x? 

e) FR SIR, fe) = | x] 


f) FERE > IR, fo) =— 


Além disso, a função f: IR, > IR, f(x)=./x é contínua em todo ponto 
xo > 0. No ponto xo = 0, esta função é contínua à direita, como veremos depois. 


6.2 — PROPRIEDADES DOS LIMITES 


Consideremos as funções f e g, tais que: 
lim f(x) = L, e lim g(x)= L; 
x=+x0 


XxXo 


Valem as propriedades seguintes: 


A propriedade PL1 pode ser estendida para o caso da soma de um número 
finito de funções, ou seja, se f;, fp, ..., n são funções tais que 


tim f(x) = Ly, lim fox) = Lo, ..., lim 6) = L, 


x-+x0 


SS 


A propriedade PL4 pode também ser estendida para o caso do produto 
de um número finito de funções. 


As duas extensões PL1' e PL4' podem ser demonstradas facilmente, por indução. 
Demonstremos, como exemplo, a PL1, a PL2 e a PL4. A PLS é uma situa- 
ção particular da PL4', no caso em que as n funções são todas iguais à função f: 


lim [fe)P = lim fx) + fG) +... + fO) = Ly Ly e clby= 
xa x+30 
As demais demonstrações serão vistas na forma dos exercícios. 
Demonstração da PL1 


Proposição: Devemos provar que, dado e > 0, existe 8 > O tal que se 
0<|x-xo|<ô, então 


| Lit) + g6)] — Li; + Ly) < e 


sabendo que lim f(x) =L, e lim g(x) = L; 
x-+%0 


x-+xo 


Demonstração : Seja dado E > 0. Podemos escrever, usando a desigualdade 
triangular 


[Lit + 69] = E, + Lo) | = | [f6) — Li] + [g6) — LJ] < 
<lfx) — Li|+ Ig) — Lo | 


e a E , 
Em correspondência ao número EE > 0, existe 6, > O tal que 


se0<|x-—xo|<ô, então lo -Lil<S 


e existe também 5; > O tal que 
se0<|x-—xo|< 8, então la) -Li|<s 


Assim, façamos ô = min (ô,, 02) e teremos que 


se0<|x-—xo|<ô, então 


| Efe) + geo] — Ly + Lo) <lfy-Lil+lg0)-Lil<S+5=e 


Demonstração da PL2 


Proposição: Devemos provar que, dado e > 0, existe 8 > O tal que se 
0<|x-—xo|<ô, então i 


| kf(x) — kL; | < é 
sabendo que dim f(x) = Ti 
Demonstração: Seja dado e > 0. A condição | kf(x) — kL, | < & escreve-se 
[k|-|fx)— Li|<e 
Se k = 0, para qualquer à > 0 teremos que 
o<|x—xo|<ô8 implica |kf(x) — kL; | < 
pois teremos simplesmente O < e. 


Se k 0, a condição fica | f(x) — L, | T 


Em correspondência a Ta” 0, existe 8>0 tal que se 0<|x—xo|<ô, 
então | f(x) — L, | <-E e assim, | ki) —KkL, |< e. 


[k] 


Demonstração da PL4 
Podemos escrever 
f(x) + g(x) = f(x) + gl) — Lig(x) + Lig(x) — Lilo + Lil; = 
= g(x) + [ftx) — Li] + Li + [g(x) — Lo] + Lil; 
1.º) Como lim f(x) = L,, temos lim [f(x) — L,] = 0. 
x+%0 x>10 
(veja o exercício 4.31.) 
2.º) Como lim g(x) = L,, resulta que 
x>x0 
lim g(x) « [f(x) — L;] = O (pelo exercício 4.32) 
x=+30 
e também lim [g(x) — L;] = O (pelo exercício 4.31). 
x=Xo 
3.º) Pela PL2, lim Li[g(x) — Lo] = L; -0=0. 
xXo 
4.º) Temos ainda lim L;L; = L;L; (função constante). 
x>Xo 
Assim, aplicando também a PL1, vem: 
lim f69 +26) = lim g00) «[H0) — Li] + lim Li[g66) — Lo] + 
x- x30 x>%0 


+ lim LL, = 0 + 0+ LiL; = LiL; 
EEE 


Exercícios Resolvidos 
6.1) Calcule: 


! 
o pda 
de a, admins 


e) lim /x 


1-9 


Solução 
Todas as funções aqui colocadas são contínuas nos pontos considerados, bastando então 
calcular os respectivos valores numéricos. Obtemos: 


a) 16 b) 4 c)4 95 eo3 


6.2) a) Calcule lim e 


b) Prove que a função FER > IR, f(x) = x? é continua em IR. 
Solução 
a) Como lim x=2, aplicando a PLS, temos 


à limx=2'=8 
o x=2 


b) Devemos provar que lim x? = xj. 


x=+x0 


Mas lim x = xo. Aplicando a PLS, temos 


xo 


lim x? = x, para todo xp E IR 


x-+30 


6.3) Prove que a função f:IR > IR, f(x) = xº (ne IN*) é contínua em IR. 


Solução 
Trata-se de mais uma aplicação da PLS: como lim x = Xo, Segue que, para ne IN*, 


x-+ã9 


lim x" = x3, qualquer que seja xo EIR 
1-0 


6.4) Prove a PL3, isto é, prove que se” 
lim f(x) = L; e lim g(x) = L; 
+30 


então, Tim [f(x) — g(x)] = L, — Ly. 


Solução 
Seja h(x) = — g(x) = (— 1)g(x). Pela PL2, tem-se (fazendo k = — 1) 
lim bg) = lim (— De) = (= 1)-L; = —L, 


Resta aplicar a PLI 
lim [fc) — gé)] = lim [f6) + hG)] = L; + (-L)=L, — L; 
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6.5) FUNÇÃO POLINÔMIO. 
a) Calcule lim (5x2 — 4x + 7). 
b) Mostre que a função f:IR>IR, 
f(x) = ax? + bx+c 
coma,becreaise a 0, é contínua em IR. 
c) Mostre que toda função polinômio f:|R > IR 
f)=axr+rax rar +. ra x+a,. 


de coeficientes reais e ao + 0, é continua em IR. 


Solução 
a) lim (5xé — 4x + 7) = lim 5x? — 4 lim x + lim 7= 5.320 4.34+7=40 

x x. 3 a 
b) lim (ax? + bx + c) = lim ax? + lim bx + lim c = axê + bxo + € 

x-%0 1-0 xo x-+10 
c) Trata-se de uma aplicação da PLI' e do exercício 6.3. Temos 

n 
o= 2 age! 


i=o 


Assim, lim f(x) = lim D axci= 5 limao = Daime axo = xo) 
i=0 


x-+s0 x-xa 1=0 1=0 xx i=0 +30 


gs Ep À 
6.6) Calcule dim, ES 


Solução 
Para x £ — 1, temos 


3 : e 
x+ o (x+D(x E agi = pulo 
x+1 x+1 


x + 
x+ 

Foi usado aqui o fato de que toda função polinômio é contínua em IR. Foi usado também 
o Teorema da Troca. 


Então, lim, a =Jim E -x+D=(IP-(-D)+1=3 


ss 


- E A a 
6.7) Calcule tm Eta 
x» = 
Solução 
Temos, para x + 1 


Corso GADO 


2 
x-1 “RE! e ARAL 


P-R ral 


Então, lim 
x=1 = 


= lim (2 +D)=2 
6.8) Seja a função f: IR — IR dada por 
x? — 16 
>, para x £ 4 
f)=4 *—4 F 
a ,parax=4 


Determine a, para que f seja contínua em xo = 4. 


Solução y 
Para que f seja contínua em xo = 4, devemos ter lim f(x) = (4) = a. 


Assim 
2 
a-tmEDto gm CDC mar 4-8 
14 x — lim x-4 1-4 


6.9) Seja a função f:IR —IR dada por 


x-1 
T ,paraxf-lex+l 
xX-1 
fg) = a ,parax=-1 
b ,parax=1 
Determine a e b, para que f seja contínua em x) = —-1 e xo =1. 
Solução . 
Temos, para x£ -lexf1 
*-1 ((12-D)(x+1) ” 
ET GREMIO =x+1 
nº - 1 
Devemos ter 
a= lim, f(x) = dim, (Q+D)=2 
dá b= lim fo) = lim (+ 1)=2 
41 + 
6.10) Prove que se lim g(x) = L + 0, então 
x-30 
Lad 
vm E0)  L 
Solução 
Investi A diçã < E escreve-se Isto - LI 
Ê ondição | — — VT nad A 
Investigação condiç: O E je LI 


ou ainda 
Leo) - L| <e-|g6)]-|L] 


No exercício 4.34, ficou provado que existe 8 > O tal que, se O < |x — xo] < By, então 


IL1 


Igool>—— 


|L 
2 


A”condição | g(x) —- L| <e + «|L| implicará que 


Igo)-L|<e-|go)]-|L] 


Demonstração 
: L| 5 
Seja dado g > 0. Em correspondência ao número E' = & + a «|L|>0,gxisted; > O 
tal que 
IL 
se0<|x-—xo|<ô,, então |gx) -L|<e- a |L| 
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4 
| 
| 
! 


Por outro lado, existe ô; > O tal que 


IL] 


Xo] < 8 voentão | gt) | >> 


se0<|x-— 


Tomemos, então, ô = min (ô,, d,) e teremos que 


se0<|x-x|<ô, então |g(x) - L|<e | g(xw|-|L] 


Assim 
LO PRO] 
so) LI |leto]-|L] 


6.11) Prove a PL6, isto é, prove que 


se lim f(x) = L, e lim g(x) = L; + O 
a-+0 xx 
então lim o too = 
mo BO) 
Solução 
Basta aplicar o exercício anterior e a PL4, observando que 5 
f(x) ] L, 
lim o = Jim f(x) «lim — = =—1 
Rr a 


6.12) FUNÇÃO RACIONAL. 


a) Calcule lim ps 


O di! 
b) Calcule lim CIR 


c) Mostre que a função f:IR = (2) > IR 


é contínua em todo ponto xo + 2. 


d) Definição: Chama-se função racional toda função f: A — IR dada por f(x) = 


1 y 
= f(x) “or Assim 


Po onde P 


Q(x) 


e Q são polinômios. O domínio A é o conjunto de todos os números reais tais que Q(x) + 0. 


Problema: Mostre que toda função racional é continua em seu domínio. 
Solução 


lim (3x2 + 4x — 1) 
ES 


lim (+ [ES 1) 


e fer +x+D 
b) lim É pit A E O); 
à = q K- DR +1 
ir 2 
pm É +x+I lmGÊ+z+ quiri 3 
= x+l 0 lim&+1) 1l+10 2 
EM 
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c) Sendo xo + 2, temos 


é 2 
ia 16 = fi dig r | EO bi 
PM =" mas oo quam AM 


xo 


d) Se xo é um púmero para o qual Q(xo) + 0, temos 


lim PQ) 
: o PO as Phd 
e 10) = maga) 7 Tm QT Quo) 

3 
6.13) Calcule Jim A. 

Solução 

ii LO G+DG=- "+ qm ema CPE. 

MET dy GerR=) Sr selo AD 


ad =) 
6.14) Calcule lim EEE 


“Solução 
Temos, para x | | 


= (= DGE+D O G-DG+DWE+D (x+DG + 


Ea o e 
Xl (xo Dx +x+1 (x=— D(x + x+ 1) x +x+1 
o REL RADEAD (U+DMW+I 4 

n So = e goal O MERIAE E 


Ro 


6.15) Seja a função f:IR — [— 1) > IR dada por 
x -1 
E ! 
fog) =4 x = 1" per dA 
a ,parax=1 
a +" 
Determine a, para que f seja contínua em xo = 1. 


Solução 
“Temos, paraxtlex&-—l 
Ri fo K- DM +x+1) x +x+1 


= a-nero 
Devemos ter 
” E 1 3 
sedia Ss 
x>t 1 x+1 2 


Xx— a 
6.16) Sendo a > 0, calcule di 


xa x—a 


Solução 


Temos, para x £ a 


JE-JE E-VDNTAVD xa 1 


x-a G-DWR+VD G-ai+/D VR+VE 
E 1 1 
“Assim, lim pa = tim = (a > 0) 
e ga = fura 2/8 


o 
6.17) Calcule lim —— —. 
era] 
Solução 
Como só interessam valores de x próximos de — 1, podemos supor x < 0, logo |x| = —x. 
Assim, para x £ — | temos 
1-2 i= U-d049 
t=|al v-(-9 L+x "2 
a E ad : 
Assim lim —— = lim 1 -)=1-(-D=2. 
elx) + 


6.18) Prove que f:IR > IR, f(x) = Jr é contínua em IR. 


1 


Solução . 


Proposição: Devemos provar que lim GE = %o, Ou seja, que dado e > 0, existe 5 > O 
x=%0 


tal que se 0 <|x— xo| <ô, então | Yx — Yo | < e. 
Investigação: A condição | Yx — xo | < E escreve-se 
lx = xo] 


E = a 
x= xo] <e 1 + Sr + Y8| 


Aqui, foi aplicada a identidade 


ou ainda 


»—yd=(y => yo) (4? + yyo + yô) 
onde, fazendo y = SR eyo= EA obtemos 
x 20 = (= xo) (2 + axo + 0) 
Vamos separar nossa investigação nos 2 casos; 


1º) xo £0 2) x0=0 


1.º caso: 


L E 
Restringindo x a uma vizinhança de x, com raio | xo |, temos |x — xo | <| xo | doride 


se obtém 
e see 4 ; 
Enscaas css Mesa 
o) xo 2x0 2x0 xo o 
O<x<2x (sexo >0) 
ou 


2xo<x<0 (sexo<o0 

Mas, em ambas as situações temos 
x2>0 e xx>0 
donde 
Da condição |x — xo| < é + x; decorrerá que 
Ix— xo] < e + Yo + YR | 

Basta, então, tomar ô = min t|xo |, e - Sn). 
Demonstração do 1.º caso: Dado E > 0, tomemos 

8 = min (| xo), + x) 


Se0<|x-xo|<3ô, então: 


190<|x—x0|<|xo|, donde Y + Yxxo + Sm > Yx, 


2)0<|x-xo|<e+S/x, donde 


Ix— xo] < e] + Saxo + YR] 


Assim 


[ES 
|Yx — Sw |="">>D"DD>———— < 
RE = 1/2 + So + Y6| E 


Neste caso, a condição 

[x — Yxo| <e escreve-se | Yx| < e, ou |x| < eº. 
Basta, portanto, tomar à = e. 
Demonstração do 2.º caso: Dado E > 0, seja 8 = eº. 
Se0<|x-—xo|]<ô, então |x| < e?, donde 


á NR-Sol=Iyal<yE =: 


6.19) Prove que f: A > IR, f(x) = sx, onde n é um número natural positivo, é contínua em todo pon- 
to xy > 0 (temos À =IR sen é ímpare A =IR, sen é par). 


Solução 
Proposição: Devemos provar que lim = /Xo, para neIN* e xo > 0, ou seja, que 


x-x9 


dado E > 0, existe 5 > O tal que se O <|x— xo| <8, então 


[y7- Yol<e 


Investigação: Lembremos a identidade 
poy=t >)! + yiD yo + ye yê du ye 02 + YO) 


isto é, sei 
P-p=(y-y) Lyicteyo 
i=0 
Fazendo y = Yx e yo = /Xo, obtemos 
n=1 
x 20 = (9% = 80) EQ = (ão! 
i=0 
Restringindo x a uma vizinhança de xo com raio xo, temos x > 0, e então 
ja n-1 
ZT (ão! > (Vão 
i=0 
Da condição |x — xo| < e «(4/xo)”! decorrerá que 
a-1 
Ix—xol<ee E Gt (ão! 
i=0 
Devemos, então, tomar 5 = min (xo, & + (xo!) 
Demonstração: Dado £ > 0, seja 
8 = min (xo, E *(Yxo) 7!) 
Se 0<|x-— xo|< ô, então 


1.9) 0<|x—xo| < xo, donde 
Z (fait (xo)! > (xo! 
i=0 
2)0<|x-x0]<e+(4%)”!, donde 


e) -=1 
[97 gol = olé RE, 
afmn=i=1, (n/50) 
E ft (ão) 


Nota: De modo análogo podemos provar que a função f: IR — IR, f(x) = PER com n impar, 
é contínua em todo ponto xo < 0. Fica, assim, estabelecido que: 

1.º) toda função f:IR > IR, f(x) = </X, com n impar, é continua em IR; 

2.º) toda função f: IR, = IR, f(x) = /x, com n par, é contínua em R$, isto é, para todo 
xo > 0. Neste último caso, a continuidade no ponto xo = O é lateral e será estudada posterior- 
mente. 


gt 


Exercícios Propostos 


6.20) Calcule: 


' il |x i X+x+1 
a) dim, (3x — 7) ) o AR 8) lis E Ru 
xZ+1 Jr-1 
x ão à h) hi 
pe dio ga 
lx|+1 
lim (3x + x f) lim 
+ eg + gl Seda gi 
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| 6.21) Calcule: 


| 2 -6x+9 — Brody = «+2)-8 
é a) lim—— e) lim—— elim——— 
x+3 x—-3 »i x-1 x>0 x 
xX-4 2x) +4x+2 il 3 
b) tim d) lim tm ( — ) 
s+=21% + 2 gs 2+1 Rd: l-x 1-%, 


6.22) Calcule: 
O ad 
a) lim 
5 x2—25 


| o 2x2 + 3x + 
| refe +++] 
2 


] 
|, 6.23) Calcule lim R=b 


max sx + 4 


6.24) Calcule: 


] 
+ 1 =" q 3 
DOE ambi tt=1 E+ 


e) a 
& = x—1 = x+1 = |x[—1 


| )) 6.25) Seja :IR => IR dada por á 


| A 
| f(x) = a se x£l 


k , se gx=1 
Determine k, para que f seja continua no ponto xo = 1. 


Ú-mes 1 
= 


6.26) fsleilesa e b, sendo ii T+ bjx +36 


6.27) Determine um polinômio f(x), de grau 3, sabendo que 


Provemos, como exemplo, o caso da função f + g. Os demais casos são pro- 
vados de modo análogo e ficam para o leitor. 


Demonstração do caso f -g 
Proposição: Devemos provar que 
lim (fg) (x) = (fg) (xo) 
x-%0 ; 
Demonstração: Se f e g são contínuas em xo, temos lim f(x) = f(xo) é 
XX 


Jim gl) = g(xo). 
Assim, aplicando a PL4, tem-se 


lim (82)69 = lim 169 «266 = lim 6) + lim gt) = * ss 


= f(xo) « g(xo) = (fg) (xo) 


ss 


6.4 — FUNÇÃO COMPOSTA 


“A propriedade seguinte refere-se ao limite da função composta. 


1.º exemplo 
Sabemos que f:IR, — IR, f(x) = ads é contínua em IR% e que, sendo 
= = 
IR — (3 IR, = 
g B>Rr sO=5 
tem-se lim g(x) = 6. 
x>3 
Considere a função composta, dada por 
x —9 
(fo g) (x) = fg6)] = 
x—3 
Se desejamos calcular 
x — 9 


tim (Ee g)6) = lim ES 
podemos aplicar a PL7, escrevendo 
tim (La 8)6) = lim Teto] = Mim g6)] = (6) = 6 


Note que f é contínua no ponto 6, como exige a hipótese da PL7. 
Na prática, escrevemos simplesmente 


; x —9 ne R$ 19 - 
lg dr=1" blogo vEsE rd vê 
2.º exemplo 


| id 
| Seja calcular lim (o) . Como, para x + 1, 
| mil x— h 


+ VE=10 VR-DZAD sol s 


1 
x=10 G-DWR+D G-DWX+D Vx+l 
temos ias. lim l ao 


1 x—1 ei x+l 2 


pm (E) (= (9-4 


ES = x—1 


n Ao resolver o problema desta maneira, estamos considerando, embora sem 
escrever, as funções g e f dadas por 


g(x) = dx=1 e f)=x 
x-1 
e calculando lim (fo g) (x). 
x>1 


Note que f é contínua no ponto + como exige a hipótese da PL7. 
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3.º exemplo 
É exatamente a PL7 que nos permite escrever 
lim 5 +x= lim (6+w)=/9=3 
x>4 x— 
elm/5-x=V/Iim6-0)=/1=1. 
4 x=4 


tela Est CERA podemos proceder do seguinte modo: 


= EA 
escrevemos: 


3- 53% 6-/5EM0+/5F90 +55 
1-/5-x 0-/5-)0+/5-00+/5+2) 
P-6+0)]1+/5-0) (4-0(1+/5-5) 1+/5=x 
“U-6-0]6+V559) &-96+/550  34+/5+% 


e, então, 


Assim, ao calcular lim 
pure 


3- 5% [it 
3+/5+x o 
Pv A 


Sega 6 38 
Demonstremos, agora, a PL7. 
Proposição: Devemos provar que, dado e > 0, existe 5 > O tal que 
0<|x-xo| < 8, então | (fo g)(x) — L| < e, sabendo que: 
lim gx) =2z e seo f(z) = f(zo) = L 


x=x0 


se 


Demonstração 

1.º) Sendo lim f(z) = f(zo), então dado e > 0, existe d, > O tal que se 
|z-— zo] < &, tem-se 

| f(z) — f(zo) | < é 

2.º) Além disso, sendo lim g(x) = zo, em correspondência ao número 
e =8, > O,existeô > Otalquese0 <|x— xo| < ô,tem-se| g(x) — 20] < &. 

3.º) Assim, dado e > 0, existem 8, >0e 8>0 tais que se 0O<|x— xo | <ô, 
tem-se 

| g(x) — zo| < 8, donde | ffg(x)] — f(zo) | < e, ou 
seja, | (fg) — L| <=. 
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A propriedade seguinte refere-se à continuidade da função composta. Se, 6.29) Calcule ps 
na hipótese da PL7, acrescentarmos a condição de que a função g também seja ES RSA 
contínua em xo, teremos Solução , 
lim g(x) = g(xo) = zo Temos 
x>%9 Ê V$+S-3 VX+5-NR+5+3 W+8)-9 
e então, qa É E=-DV743+3) pod) q 
lim (fo g)(x) = f[lim g(x)] = Tg(xo)] = (fo g) (xo) : a SA Bo 
x-+Xo x—+xo Ei se 
ca 5 á z G-DVW+5+3 VX+5+3 
que significa que a função composta fo g também é contínua em xo. Asia E 


JR +5-3 x+2 242 à 2 


lim = lim = =— 


= gd 5 +3 /2+5+3 6.3 


1 
6.30) Calcule lim — (-— a —), 
cobiygrh o q& a À 
Solução 
Temos 


l 1 1 
Ta EA hVEFR-VR (VR + VE TT) 


" x—(x+h) —1 
n/XEh VARA RED VER VARA VR) 
Assim 
, À ' ( 1 ha, E 
& lim — -——J= lim > > = 
: Exercícios Resolvidos mo pi/REho dx” ao xp hexa + x +h) ci 
ai St 
i '6.28) Seja g uma função tal que ; E PESTE] AVES VS = dá 


lim gg) =L 


x-+x0 


e consideremos a função h: À > IR, dada por 


, a/x+ri-b g 
ht) = 4/20) (ne IN. 6.31) Sendo lim E 25 Rd /2. calcule a e b. 
51 = 
(Vamos Supor que, no caso de ser n par, o domínio A se restringe aos valores de x para os quais 
se tem g(x) > 0 e ainda L > 0). Mostre que ke 
lim h(x) = lim 4/20) = /T 
x) = /e(x) = 3 À 
À lim bg) = lim gb) Temos oa y 
í Solução j adx+I-b (Vx+1-bayx+ 1 +b) ai(x + 1)— b? 
Trata-se de uma aplicação da PL7, no caso em que f é dada por f(x) = “Ja. Já vimos, no a 1 (x—-Dtax+1l+b) (x Dtax+1+b) 
exercício 6.19, que a função f, com n impar, é continua em IR e, com n par, é continua em IR. Vê-se, então, que o polinômio a?(x + 1) — b? deve ser divisível por x — 1, donde se obtém 
Como h = fp. temos que 4 Ê 
lim h69 = lim 4/209) = «/Tim 80) = /L as D-b=0, ou bl=22 (1) 
130 x axo ' 
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Assim, 
afx+1-b ax + 1) — 222 a? 
= | x-Da/x+1I+b ayx+l+b 
2 
Como ni É o /7 ttaas 
»iayx+l+b 
2 
a 
: =/2 
a/l+1i+b 
Hê 
ou seja, — = 2 
a/2+b 
Note que b + — a «/2, logo, de (1), tiramos b = a /2 e então 
a? A 
=./2 
a/i+ay2 
donde a =4e b=4,/2 
Exercícios Propostos dá 
6.32) Calcule: , 
=)X- E Jx+rh- x b 
a) ia Eu g) lim A q>b 
ss x) —25 h=0 h 
x-1 E Yxrh- x 
b) lim h) lim Yx 
ei Yx— b=0 h 
Jx-1 give dica +a- +24 
c) lim lim >> o 
e xl 1-2 2-3+2 
ditx-V/I=x , 4— fx +x+ 16 
d) lim » lim 
n>0 x 1 *+=1 x2+1 


O ã 
e) lim IEESA k) lim E 
0 JL FX—I ' wo /T+X—1 
Re = 
D) fim E y )) jim VED2N2 
ei SK = YxriD-3 


gar ouiien ido D=te - 1) 
at R-t 


VatR- AS = b, determine a e b. 
x 


6.34) Sendo hm 


= 4, calcule a e b. 


+Dx+b 
635) Se tim — É ) 


1 /x+1-— /x+3 


4 


6.36) Se f(x) = x) + ax? + bx + c, calcule 


lim FC + h) — f(1) 
h+0 


dxWra-x+b 


; Tr =, calcule a, b e c. 
x — 


6.37) Se lim 
x=1 
6.38) Dadas as retas de equações 


3x+5y=1 
(Q+ox+scy=1 


determine a “posição limite” do ponto de intersecção dessas retas, quando c> 1. 


6.39) Para cada função dada abaixo, calcule 


lim fo + h) — f(xo) 


n-0 h 
a ty= 9)=/50>0  it)=5 6040) 
» p= 9) fo) = (oo + 0) O 6) = [x (xo + 0) 


6.40) Seja f(x) =x) + ax? + bx +. 
f(L + h) — f(1) 


a) Calcule A = lim 
h>0 h 


v Calenisjiime [o Es A] 
d=+0 ho h 


onde A é o valor calculado no item anterior. 


“5 


“2 exemplo 


Capítulo 


U ia) 


7.1 — EXEMPLOS INICIAIS 


Limites e continuidade 


laterais 


Neste capítulo, estenderemos a definição básica de limite aos casos espe- 
ciais de limites laterais (à esquerda e à direita). Estas idéias já tinham sido abor- 
dadas nos exemplos iniciais do capítulo 4, que retomamos agora. 


1.º exemplo 
“Seja a função g: IR — IR, dada por 


= % sex] 
g(x) = 3, SéW=1 
x+5,sex>1l 


cujo gráfico se representa ao lado. Já 
havíamos observado que: 
a) g() = 3 
b) não existe lim g(x) 
c) lim gx) =1 e lim g(x)=5 
peste x>1+ 


xY 


Dada a função h:!R — (3) IR, 
x —9 
x—3 
cujo gráficote representa ao lado, temos: 


a) não se define h(3) 
b) lim h(x) = 6 


c) lim h(x) = 6 e dim h(x) = 6 


h(x) = 


Veja que, neste caso, ambos os limites laterais existem e têm o mesmo valor, que 
é o próprio valor do limite para x > 3. 

Desejamos tornar mais precisas estas idéias, utilizando definições formais, 
como fizemos anteriormente com a noção de limite. 


7.2 — LIMITES LATERAIS 


Quando escrevemos x > xo — (x tende a xo pela esquerda), pretendemos 
que a variável x somente assuma valores menores do que xo, à medida em que 
eles se aproximam de xo. Na definição de limite, quando escrevemos 


o<|x-xo|<ô, 


ouseja,xo— Ô<x<Xo +, com x + xo, 


este intervalo inclui valores de x si- x x 

tuados de ambos os lados de xo. Para EE E e 
garantir que x permaneça à esquerda de xo -8 xo xo +ô 
xo» devemos, em vez disso, considerar o 

intervalo 


Xo— O <x<kXo 


Assim também, o intervalo 
Xo<X<X + 


é o que se deve considerar, para garantir que x permaneça à direita de xo. 
Vamos, agora, estabelecer formalmente as definições de limites laterais. 
Seja f: À > IR uma função e seja xo um número real. O número xy pode 

pertencer ou não ao domínio de f, mas suporemos que existe um intervalo aber- 

to Ja, xo[, à esquerda de xo, que está inteiramente contido em A, para poder- 
mos definir o limite quando x » xo —. Para o caso do limite quando x > xo +, 


suporemos que existe um intervalo aberto ]xo, b[, à direita de xo, também - 
inteiramente contido em A. 


st 


7.3 — CONTINUIDADE LATERAL 


Utilizando os limites laterais, podemos estender a noção de continuidade 
de uma função, falando em função contínua à esquerda e função continua à direita. 


e qu 


Seja, por exemplo, a função 
Pi dadapoe  Aizacaces 


x,sex<1 
diia Es sex>1 


cujo gráfico se representa ao lado. 
Temos: 
gs, ME 
b) lim f(x) =1 d) não existe lim f(x). 0] 1 
x>1- End 


t 
l 
l 
! 
! 
1 
! 
] 
] 
| 

2 


Como lim f(x) = 1 = f(1), dizemos que f é contínua à esquerda no pon- 
x51- Ê 
to xo =1. 


74 — FUNÇÃO CONTÍNUA EM UM INTERVALO FECHADO 


A noção de continuidade lateral aparece principalmente com relação a 
extremidades de intervalos. As figuras abaixo representam os gráficos de fun- 
ções definidas no intervalo fechado A = [0; 2]. 


Para a função f, temos 


im f)=1=f0)e lim f)=2=12) - 


Assim, f é contínua à direita em xo = O é contínua à esquerda em xp = 2. 
Para a função g, temos 


dim g6) = 1 = (0) e dim g)=3+80)=2 


Assim, g É contínua à direita em Xo = 0, mas descontínua em xo = 2. 
Para a função h, temos 


lim h(x) = 1 = h(0)e lim h(x) = +00 + g(29)=2 


Assim, h é contínua à direita em Xo = O, mas descontínua em xo = 2. 


No exemplo anterior, a função f, representada pelo gráfico (a), é contínua 
no intervalo fechado [0, 2]. 


Observação: As propriedades de PLI até PL7, vistas no capítulo 6, são também , 
válidas para os limites laterais. Assim também, podemos enunciar, para fun- 
ões contínuas à direita ou à esquerda, propriedades análogas às que vimos 
naquele capítulo, para funções contínuas. As demonstrações correspondentes 
que seriam fastidiosas repetições das que já fizemos, serão omitidas aqui. 


, 


Exercícios Resolvidos 
7.1) Prove que a função f: IR, — IR, dada por f(x) = NAN é contínua à direita no ponto xo = 0. 


Solução 
” Proposição: Devemos provar que fm VX = 0, isto é, que dado e > 0, existe 8 > 0 tal 
que ' | 
se0<x<ô então |/X-0]<e 


Demonstração: A condição ] VX- 0] < g escreve-se Q < x < e”. Basta, portanto, tomar 
8 =? e teremos que 


se0<x<Bentão|/x-0|=/x</5=e 


7.2) Prove o seguinte teorema: 


Solução 
Devemos provar duas afirmações: 
1º) Se lim f(x) = L, então dim f(x) = ic f(x) = L. 
2") Se lim fx) = lim fx) = L, então lim f(x) = L. 
130" x-10+ x-+ã0 
Demonstração da 1.*: Sabemos que, dado e > 0, existe à > O tal que 
se xo—ô<X<k%+DEXF RX 


então | fx) - L| < e. 
Esta afirmação acarreta duas outras: 
a) sexo —8<x< xo, então fix) — L| < e, ou seja, 
” lim fo) =L 


xo 


b) sexo <X<kXo +, então [i) —- L|<e, ou seja, 
é tim fy=L 


x-30+ 


Ássim 


tim fx) = lim fo)=L 


x-x0— 

Demonstração da 2.º: Seja dado € > 0. 

Sendo lim f(x) = L, existe d > 0 tal que 
+-+10— 


sexo —B| <X<kXo então | f(x) — L| < E 
Sendo lim f(x) = L, existe d) > 0 tal que 
x+10+ 


sexo <x<% + da então | fl) — L]| <e 


Tomando-se 3 = min /ô,, d2), as duas condições acima se verificam para 


xo— 8 <x<% +58, com x Xo 


Assim 


” sex-5<x<%+8ex+ xo, então | Fx) — L] <s, 
donde F 
lim fo) =L 
x-+0 
hd 


x 
7.3) Dada a função f:IR* — IR, f(x) anta calcule os limites laterais para xo = O. 
x 


Solução 


lx i=s 
Se x>0-, então x < 0, logo 


Assim 


pofáio 
lim = lm-— = lim (-D=-1 
x-0— x =0- x x=0— 
" xl x 
Se x>0+, então x > 0, logo, =— = 1. 
x x 
Assim 
, x x Y 
lim — = dim — = dim (D=1 
204 X 0  x=204 X  x+0+ j 
É 1 p————— 
Note que, sendo 
% 
lim dal + lim JL 1 
x0- x 04 & " 
cal 
não existe lim ——. 
1-0 X 
7.4) Dada a função f:IR > IR, f(x) = [x]. calcule os limites laterais para xo = Es 
Solução 
Se x»2-, então, nas proximidades de A 
2, temos 1 «x <2, donde [x] =1 e assim 
: SS Di peço 
lim [x] = lim ()=1 | 
x=2- 1=2- I 
Se x—2+, então, nas proximidades de À 
2, temos 2<x<3, donde [x] =2 e assim | 
À ai tp 
lim [x] = lim (2)=2 ! ! ! 
x=2+ x=2+ = A ! ] l 
! ; 1 2 3 
Note que, sendo | dal -1 
4 n | 1 
Mr Ta qa, SI malato 
não existe lim [x]. | 
imã = E 3 
Esta função é continua à direita no pon- 


to xo = 2. 


Exercícios Propostos 


Para cada função dada abaixo (exercícios de n.º 7.5 a 7.20), calcule: 
2º) lim ff) 3.º) lim fo) 


x=x0% não 


1.º) lim f(x) 


no ponto xp indicado. 


7.5) fo) = [x], xo = — 2 19 fo)=x— []. x =3 


76) fg) = [x), x =n (neZ) 78) fo) =x+ [x] x =3 


121 


22 — 3. —2 


19) fo)=x—[]) w=n neZ) 745) o) = 1w=2 
: Is —2] 
o pr 
710) fo) =x + [x], xo =D (neZ) 7119 ()=———— + Mo = 3 
|x-3] 
711) fe) RES ua? Gude! Ea 2 
A x) = 5X = ê =", w= 
E TE D i)="5> %o 
x+1 | —- 3x —2] 
19) ()y=—— , w=—1 748) fl) = ———— + MW = 2 
fx+1] x—2 
7.13) f Ee 2 749) f a 2 
13) gp 19) o aaa 
744) f des] 1 720) f sa 1 
ep = 20) o) =p = 


x-1,parax<2 
f(x) = 2 ,parax=2 
2x+a, para x>2 


7.21) Seja f: IR — IR dada por 


“Determine o valor de a: 


1.º) para que f seja contínua à direita em xo = 2; 
2.) para que exista lim f(x). 
1 


7.22) Seja f: IR — IR dada por x ,parax<l 
f(x) = 0 ,parax=1 
1 -mx, para x> 1 


Determine o valor de m para que: 
1.º) f seja contínua à direita em xo = |; 


2.º) exista lim f(x). 
=1 


2x2 +a, para x<0 
f(x) = 3 ,parax=0 
1— bx, parax>0 


7.23) Seja f: IR — IR, dada por 


a) determine a para que f seja contínua à esquerda em xo = O; 
b) determine a para que exista lim f(x); 
x=0 


c) determine b para que f seja contínua à direita em xo = 0; 
d) pode f ser continua no ponto Xo = 0? 


7.24) Seja [IR > IR, fix) =x + [x]. Estude a continuidade de f no ponto: 


a) xo = 0. b) xo = 1. 
7.25) Seja f:IR — IR, dada por ES! 
Cao x|, para x£ 0 
E go Tl, pa 
0 . para x=0 


Estude a continuidade de f no ponto xo = o. 
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Capítulo 


Infinito 


8.1 — LIMITES INFINITOS 


Podemos estender a noção de limite aos casos em que a variável x ou a fun- 
ção f(x) (ou ambos) tomam valores absolutos arbitrariamente grandes. Já ha- 
víamos feito referência a estes limites nos exemplos iniciais do capítulo 4, O 
gráfico abaixo ilustra alguns desses casos. Para a função ali representada, temos: 


Pei 
a x+1- 


lim f(x) = 0, dim fx) = +00, dim f(x) = —00, lim fx) = +00, 


lim f(x) = +00, Jim f(x) = +00, lim f(x) = 0 
x>1 É 


xo1+ Rins 


vA 


| 
| 
| 
I 
| 
| 
I 
| 
| 
| 
I 


Vamos estabelecer, primeiramente, uma definição formal para o caso - 


lim f(x) = +50 


x>xo 


Esta igualdade pode ser lida assim: “f(x) torna-se cada vez maior quando x tende ' 
a xo”. Entretanto, necessitamos substituir as palavras torna-se cada vez maior 


por uma linguagem mais precisa. 


PS e 


Suponha que N é um «número positivo. Se f(x) torna-se cada vez maior, 
quando x > xo, é claro que f(x) será maior do que N para valores de x próximos 
de xo. Em outras palavras, é possível encontrar uma vizinhança de xo, V*(xo, 8), 
tal que se xe V*(xo,6), então, f(x) > N. 

Seja a função f: AR, cujo domínio contém ao menos uma vizinhança 
reduzida de xo. 

Nossa definição formal fica assim: dd 


Por exemplo, para a função 

É iRi= 425 =2IR 
cel 
(4 — 2 


representada pelo gráfico abaixo, temos 


vai f(x) = 


% 


li 
a R=2% +00 


2-0 2+0 


Isto significa que, dado o número N > 0, é possível encontrar ô > O tal que f 
se O<|x-2]<ô, então f(xg>N. - ql 


; 1 
E > N, donde 0 < (x— 2) <= 


A condição f(x) > N escreve-se 


isto é, O < | x-2|< = Basta, portanto, tomar pd Veja que o me- 
N 


canismo destas investigações é semelhante àquele já utilizado para os limites 
finitos. 
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Podemos, além disso, considerar os limites laterais, com as definições se- 
guintes: , 


Vamos estabelecer também uma definição para o caso 


lim f(x) = — oo 


xa 


no qual f(x) toma valores negativos, de módulos cada vez maiores, quando x 
tende a xo. 
Para isso, supondo que N é um número positivo, deve ser possível encontrar 
uma vizinhança de xo, V*(xo, d), tal que 
se xeV*(xo,0) então f(x)<—N 


Escrevemos a definição: 


Analogamente, são definidos os limites laterais 


lim f(x) = —o0 e) lim f(x) = —o0 
x>x0— x>x0+ 


É fácil perceber que lim f(x)= +o0 (ou —oo0) se, e somente se, tem-se 
são 
lim f(x) = lim f(x) = +00 (ou —00) 
x>x0— x5x0+ 


“É também imediato que 
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Assim, por exemplo, como x Como se vê, para cada um dos diversos casos relacionados, podemos dar 


uma definição formal. O quadro seguinte é um resumo das definições dos di» 
versos tipos de limites que já examinamos até aqui. . 


lim —— 
2 (x 


temos também: 


= +00 


| mao lim f(x) = L 0O<|x-xw|<ô||f)-L|<e 


x=x9 


Eca: 
Yx 


lim f(x) = +00 0O<|x-xo|<ô f(x) > N ] 
8.2 — LIMITES PARA x > +00 E 
im f(x) = — 0 — <ô f(x) < —N 
Desejamos, agora, estabelecer as definições formais para os casos seguintes: se (x) e <Ja=%| bx) 
mo D= lim fm oo, tim 16) = op lim fo) = [)-L|<e 
lim f)=L, lim fx)=+, lim fk)=-—o | 
Xx>— 00 x+—00 Xx>— 00 ” 


lim f)=L lfwy-L|<e 


x+— 


- O símbolo x> +o0 representa o fato de que a variável x assume valores 
| em uma vizinhança do infinito. Isto é colocado em termos rigorosos quando di- 
| zemos que, para um dado M > 0, tem-se xe JM, +co[, o que é o mesmo que 
| X>M. Para o símbolo x > — co, escreveremos que x e 1-0, —M[, o que é o 
| mesmo que x<-—M, 


| Assim, por exemplo, para definimos o limite 


lim f(x) =L 
x++00 


lim f(x) = +00 


x+ +00 


lim f(x) = +00 


lim f(x) = —00 


x—> +00 


supondo que o domínio de f contém uma vizinhança do +00, escrevemos: 


) 
| 
| lim f(x) = —o0 
% K-si=09 
| lim fg)=L X<x<x +80 ||fW)-L|<e 
: s-nod 
85>0 |xw<x<x+ô j 
Para o limite “e 
à lim f(x) = +00 AE 1) p= ee 5>0 | xo<x<x+ô 
x>+00 
] J 
| tem-se a definição seguinte: Ê 


lim f(x) =L | Xxx—-8<x<x ||fx)-L|<e 
x+x9— 


lim f(x) = +00 | N Xo— 8 <x<kxo 
X-+x0— 


IN lim fx) = —20 N>0/8>0 |xw-8<x<x 


| 


8.3 — PROPRIEDADES DOS LIMITES INFINITOS 


Sejam duas funções f e g que podem ter, para x > xo, limites finitos ou não, 
e vejamos o que se pode dizer sobre os limites das funções: 


f+g fg e — 
g 
Os vários casos encontram-se resumidos nas tabelas a seguir. As conclusões 
ali apresentadas valem igualmente para os casos dos limites laterais, com x—» xo — 
ou x->xo + e também, com alguma adaptação, para x» +00 e x» —c0, Te- 
remos oportunidade de demonstrar algumas destas propriedades, mas não o 
faremos em todos os casos, por uma questão de brevidade. 


TABELA 1 — Limite da soma 


E] Se f(x) 1 


e g(x) tende a então 


Os dois últimos casos são formas indeterminadas do tipo co — 0. Para estas 
situações não há lei geral. 


TABELA 2 — Limite do produto 


g(x) tend 


Os dois últimos casos são formas indeterminadas do tipo O «co, para as 
quais não há lei geral. É 
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TABELA 3- Limite do quociente 


se g(x) > 0 em uma 
vizinhança de xo 
se g(x) < 0 em uma 
vizinhança de xo 

— 00 

+00 

se g(x) > 0 em uma 
vizinhança de xo 
se g(x) < 0 em uma 
vizinhança de xo 
se g(x) > O em uma 
vizinhança de xo 
se g(x) < Oem uma 
vizinhança de xo 


se g(x) > 0 em uma 
vizinhança de xo 
se g(x) < O em uma 
vizinhança de xo 


E o 0 
Os cinco últimos casos são formas indeterminadas dos tipos = e v para 
as quais não há lei geral. 


8.4 — LIMITE DE fod. QUANDO f(x) > L = O. E g(x) > O 


9x) 


Vamos examinar os casos 7 e 8 da Tabela 3, onde temos f(x) tendendo a um 
limite L, £0 e g(x) tendendo a 0. 
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Na primeira destas situações, supomos que lim f(x)=L,>0, lim g(x)=0 


e ainda que existe 6, >0 tal que se O<|x—xo|<ô,, tem-se g(x)> O (isto é, 
g(x)> 0 em uma vizinhança de xo). Podemos mostrar que: 


Demonstração 


Vamos revet O teorema da Conservação do Sinal (veja o exercício 4.12), 
onde ficou estabelecido que, sendo lim f(x)=L, >, existe 3) >0 tal que 


se 0<|x-xo|< 32, tem-se o<crg<d 


Por outro lado, para qualquer N > 0, em correspondência ao número = 
existe 03 > 0 tal que 2N 


se 0O<|x-xo|<ô3, tem-se |g(x)-0] <— 


Então, dado N> 0, se tomarmos ! 

ô = min (ô,, ô,, d4) 
para O<|x—xo|<ô, teremos satisfeitas as três condições: 
1) gx) > 0 


' L, ã Ly 
29 10)>">0 neo 


= ) 
L 2 
” Daí resulta que O < g(x) < —» ou ainda >N e finalmente pita) >N 
2N g(x) g(x) 
f(x) 


Assim, lim —— = 
“xo B(X) 


As demais situações da tabela podem ser examinadas analogamente. 


Exercícios Resolvidos 


8.1) Calcule ro RA 
Solução 
Para x> —2, tem-se que 
3-U>+7 e (K+2250 
Além disso, quando x está próximo de —2, temos (x +2)?> 0. Logo (veja Tabela 3, caso 7): 
3-2x 


finge 
co RD 1? 
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Rag 
8.2) Calcule TE 


Solução 
Para x— 3, tem-se que2— x > — 1 e (x— 3)? »0. Quando x está próximo de 3, temos (x — 32>0. 
Logo (Tabela 3, caso 8): 


ER p= 
qa 
5x2 —-x—3 
8.3) Calcule lim ———. 
o  X | 
Solução | 
Para x>0, tem-se 5x2 -x—3»—3, x2>»0 e x2>0. Assim (caso 8 da Tabela 3): 
E g=9 
im CEE 
1-0 XxX 
3 
8.4) Calcule lim Ex 
=2|x—2] 
Solução 
Para x 2, tem-se 2x +37, |x—-2|»0 e |x—2]>0. Assim (caso 7 da Tabela 3): 
2+3 São 
Ea jx-2] 
x +7x-2 


8.5) Calcule lim . 
potea =-1 |x+1] 


Solução 
Se x>-—l, então 24717-258, |x+1|>0e|x+1]>0. Assim, 
xX+7xX-2 


an EESA a 


Calcule li 3x+2 
8.6) aleule lim ESURE 
Solução 
Se x>2-, então 3x+258,x-250€ex-2<0. Assim, 
f B+2 0 
por 
Cais fine 
8.7) Calcule Rial =" 
Solução 
Se x>2+, então 7-5x>—3, (x«—-22>0 e (x— 2) >0. Assim 


R 7-—-5x 
+ DO) 
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pede ES 


3x%2-2x—7 
e E * 


8.8) Calcule lim 
3 


Solução 
Se x+3-, então 3x? — 


Exercícios Propostos 


Culcule os limites indicados (exercícios de n.º 89 a 8.36). 


MRE 
re 


Rage 
SAD fg 


' ca 
na 


o 4-% 
Si ar 


3-2 
SID ia ar 
Bus - 
o ee 
x+0 XxX 
8.21) ESA 
==3 [4-3] 
; a 
5) jim ES 
w-2 |x+2] 


4x +3 
x-3 


8.25) lim 
2+3- 


9-7 x 
827 hi 
ei 


4x2 — 3x —8 


8.29) cuja O 


Da; 
8.31) lim Resto, 
w5- x2—-25 


x*—81 
33) lim = 
83 Lo q 6n+5 


x2+5x—3 


Eid D+ 4 


lim 
ns(=2)+ 
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x -1>14,(3-x)º >0€ (3-x)?>0. Assim 


a 1 
810) Em a 


á 1 
8.12) lim (a +23) 


, 


8.14) lim = 
so2- 2—X 


7 5— 4x 
8.16) lim ——1 
) Eis (x+4) 


4-3 
18) 1 
rs d 


o pi çõ Timd dino:  s 


ds e 2 
am) ta SE 
x+0 x 


220) lina SRS 
xs |x-4] 


8.24) lim —>— 
se-3 [x+3], 


x2—2x 
8329) lim 5>— 1 
32) dim ar 


x 42x) — 16x +3 


Be) E qa 


go) li Sp ao 
36) lim qa > ). t 


ea SO 


s 


8.5 — LIMITES DE POLINÔMIOS PARA x — + o 


Seja f:IR=IR, fy)=ar (2>0,n cIN*) e vamos examinar os limites: 


lim ax e lim ax” 


x-++00 x>—0 


Veremos que ocorrem os resultados da tabela abaixo (lembre-se de que supomos 


a>0). 


Como se vê, 0 limite da função É : IR >IR dada por f(x) = ax” (a +0eneINY, 
para x— +90, pode ser + 90 OU — oo, dependendo do sinal de a e da paridade de n. 
Vamos ilustrar uma destas situações com um exemplo. Seja f:IR> IR, 
f(x) = —2x e provemos que 
lim (=2x)) = +90 
x+—0 
Devemos provar que, dado N>0, 
existe M > 0 tal que se x < —M, tem-se 
-»3>N. A condição —2x>N es 
creve-se 


fix) = -2x? 


dias 

2 

u ada 
o a 


3/N 
Assim, basta tomar M= E: e tere- 
mos que 
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— 


y 7 x 
; 3 N 
sex<-—M, então x< — E. donde vem xº< sê -2X>N. 


Logo, lim (—-2x)) = 400. 


| 
| , 
Para a função f : IR*>IR dada por - 
f(x) picda (10 e nelIN*) 
ax 
temos 
, 1 
bis ae O nú . |] Consideremos agora o caso da função polinômio de grau n, f :IR>IR, 
Tomemos o caso em que a > 0 e x» +20. Sabemos que ax" > +00. Assim, j 16) = oie shragR op img dh pais Mage AA 
dado g>0, em correspondência a fed. existe M > tal que ga ea RO A 
e. 
À fx) = ag” (Eita e ppl tea] 
se x>M, temse a” >N=—>0 j o y é id 
& | Cada parcela da expressão entre colchetes tende a zero quando x > +00, exceto 
À a função constante 1, cujo limite é 1. Assim 
Assim, O < Es < e, donde q ) j 
ax lim f(x) = lim ax 
x=> ta x> to 
1! 
& EE o| a Portanto, o limite da função polinômio, para x» + 0, é determinado pelo 
- seu termo de maior grau e será +o0 ou — 0, dependendo do sinal de aç e da pari- 
“> e portanto dade de n. 
É lim Es Por exemplo, temos: 
x + ax” 


1) lim (2x)+4x2-3x+1)= lim 2x) = +00 
x= +00 x—+ +00 


2) lim (3x*4+2x)—-5x+3)= lim 3x = —o0 


Pg 3) lim (-2x2 +32 +D)= lim (-2x%) = —0 
la L =0 

1>+00 x 

-2 8.6 — LIMITES DA FUNÇÃO RACIONAL PARA x > +00 

2) lim 2 =0 R 

E i Como sabemos (veja o exercício 6.12), chama-se função racional toda função 

cs Ad f: A>IR dada por 

3) lim E 0 ge P(x) 

ai 06) 
134 
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onde P e Q são polinômios e o domínio A é o conjunto de todos os números reais 


tais que Q(x) + 0. 
Suponha-se que 


a rax li+..ta-x+a 
DT mala (49040 e b+0 
E 050) 


Podemos escrever, para x£0: 


f(x) = 


peida aÃ oba 
aox às E 

| | bg-a 1 Bi. À 
lho SS fis seg ego E: 

o da FP tb 


Para x> +00, a fração entre colchetes tende a 1. Assim, tem-se 


. P(x) dy BR 
lim —— = lim — 
gba Q(x) gta box” 


Portanto, o limite da função racional, para x > +00, é determinado pelo quo- 
ciente de seus termos de maior grau. 
Temos, então, três casos possíveis: 


MR) do E 
O = tim Leon + 
Ea EE 


(dependendo do sinal de o e da paridade de n — m). 
o 


P 
im 
sto Qi 


O. tiny 20 do 
(x) x-tobo bo 


TER gia ele 
sto Q(x) xo box" 
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' 
| 
| 
A 


a 
Exemplos 
. B+4X4+Z—I 3x 3x? 
Dia = se lmnc-e ln - 
PA 2x2 +3x—4 doa Fa 2 sa, 
. 4X$-3x+1 4x 4 
am ih CAS At 
RA 3x +x—7 SeaBaE O 8 
9 dim EL tm Lo tim L=o 
mw 3x2 4+2x—4 x 3x x» 3x 


8.7 — LIMITE DE Vilx) quando f(x) > +00 


Seja f uma função tal que 
lim f(x) = +00 


x>x0 


Então, para ne IN*, tem-se também 


lim f(x) = +00 


x>xo 


De fato, dado N>0, em correspondência a Nº" >, existe > 0 tal que 
se 0O<|x-xo|<ô, tem-se f(x)> Nº, 
donde resulta que 
f(x) > N 
lim f(x) = +00 
x-30 
É claro que o mesmo ocorrerá se x» +00 ou em limites laterais. De modo 


análogo, podemos estabelecer que, sendo lim f(x)= —co, e n ímpar, tem-se 
poça 


lim f(x) = — oo 


isto é 


Exemplos 


1) Como lim (x)-3)= +00, então lim /xº*—-3= +00. 
x> +00 x> +00 

2) Como lim (1—-x)=—50, então lim Jl-x=-—0. 
x5+0 Pos ; 
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Exercícios Resolvidos 


Para cada função dada nos exercícios de números 8.37 a 8.53, calcule 


| lim f(x) E lim f(x) 
se + s>—0 


8.37) f(x) = 2x) +4x2— 5 


| Solução 
à Temos 
lim fx) = lim 2x). Assim 
ato sto 
lim fx) = +00 e lim f(x) = —o0 
xe + 1-0 a 
“. 839) f)=/=+1 
Solução 
Como lim (2x2-3x+1)= +00, então 


sto 


lim f(x) = +00 


vai sto 


8.39) f(x) = Jx—3 


Solução 
Temos 
lim (x—3)= +00, logo lim f(x) = +00 
so + se + 
lim (x—3)= —c0, logo lim f(x) = —o0 
se = 1-0 
3 
8.40) f() = ei 
x+1 
Ê Solução 
ES e 
: lim f6)= lim = lim x 
xt x to X ato 
Assim, lim fx) = + e lim fg) = —o0. 
so +a xa —0 
8.41) tj 
: 32 -x—3 
Solução+ 
a 2 
lim fg)= lim — =— 
ata s-ta3x 3 
x+1 
SAM fi) —— 
X+1 
Solução 
lim fo)= lim 5 = lim —=0 
atu aux atu X 


843) ft)= I-a 
a es 
Solução 1 
' lim f(x) = lim lim — =0 
sera Es — ato X 


(2x +3) (3x — 1)? 
(x + (3) 


Solução 


Podemos escrever 


8.44) fm) = 


3 
Para x— +20, temos que A sg e—>0. 
x 


x 
' E O. n 
Assim, Ria fg) = OU = 


8.45) fix) = 


x+1 
Solução 


Escrevemos, para x» +50 


ã 1 1 1 
“ua = 1a 


f(x) = 


Td 1 
(1+5) d1 +) amié 
x x x 
1 1 : 
Como jx-— > +90 e | +—— |, temos lim fx) = +00 
XxX x se +00 


Não existe lim f(x). 
xe—0 


EE! 


x2+2 


8.46) f(x) = 


Solução 7 


x 
Temos f(x) = = = 

= E li A fomd 

x Ea x + RE 


4 2 " 
Se x> +, então —>0 e —>0. Assim, 
“a xe 


lim (= 
55 


VX+1 
x 


8.47) fg) = 
Solução 


Temos f(x) = 


Então, lim f(x) = 


x+to 


2+1 
8.48) f(x) =—* 
X—3 
Solução 
a ad = x da + mr E) 1 += 
Temos f(x) = a = 


e Si 
A 


Então, lim Rs se 
Er da, : 


849) fly) = /X+2- XI 


Solução 


Temos f(x) = 
ROSE 


+D=(+n) 1 
V$4+2+/2+1 0 /X42+ /W+1 
Se x>+, então /X+2+ /X+1> +90. Assim 


lim f(x) = 0 


” reta 


8.50) f(x) = /X+1 — /X—1 


Solução 
PE+T- S$-1 OE to 
Temos tio) =! AS Ds 
RERTES 
2 W+D- (= o 2 

! yr ipod V$+1+ XT 
Se x> +00, tem-se /xº+1 + > +00. 
Assim 

ia f(x) = 0 


Não existe lim f(x). 
xa 


(2 +2- 2 +D (VR +24 x Eu. 


8.51) fo) = Jx+3 + Jx oi % 
, ” 


Sex +00, temse YXFI> +00 e YX > +ã donde 
lim f(x) = +00 
a + 


Da mesma forma, im f(x) = —o0, 


8.52) fo) = si e+ 1 


Solução 


e: 1+VT 
donde se tira lim f()=——— =2. 
x + 1 


Se x» —c0, então |x|= —x e podemos escrever 


“donde se tira lim f(x) = 


her — E 
853) fg = VE + a 
ae — Jyx—-2 


Solução 
Temos 
nto = VEL ED RED + RD RT + VT 
V2+2- [203 -(/253 + VD. (RSI 4 MT 
ot+n- (= n](X57+ RD 
[6242- (3-D]-( xX+1+ E 
2:(/X4+2+ /X=9 : 
S 4X 41 + 2-1) E 
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e(1+5 + |Xli-> RE Su=Ã “ 
nus x LEA 870 ty = O 239) 1)= 44127 
( + 5) + ak A es JT É 
x — e( - 8.80) fi) = Yxl+1 — x 
ú & 89) f)= VET - VE 
t+ /X+1 
do] 1=é 88) )= RF F1- JET ei 
x x? — 5x + 
' iá 8.74) ft) = 7 +x — x 
[3 lp | UM es tuo SA 
x x 8.75) fi) = /X + X — Sra í a E 
e: PR: sf 5 8.76) fo) = x — 2x — x? 2.83) i)= a: 
=” T Tt EI = = SA ea ces 
[+= + J1-5 
x y 8.78) fi) =x (/X+1-x) 
a TU qr A > 
Portanto, lim f(x) = a ARIAR Ea) a 
in dTedT 2 o pa 
ut /2+ x 
á 8.85) Determine a e b, sabendo que 
Exercícios Propostos lim EH 2 pit )eedi 
ne ; sto À xsx+l Es 
Para cada função dada nos exercícios de números 8.54 a 8.84, calcule: 
a dm, Mo) bp a 8.86) Calcule tim (x RE, '). 
x to x+1 
8.54) ft) = —3xº + 2X) — x +4 2.64) )= (2x — 3) (4x + 77 8.87) Determine. a, sabendo que 
, Gx+ 9 (SR 
855) Mi) = 22-22 +43 Cida lim deanê 2 
À 2 sta ax— 
“ 856 6) = /MEx+T 2.65) 16x) = SEHD Cx+3) 
5 (Ox) — 1) (x +4) 8.88) Sendo f)= axº+bx?+cx+d ia E 
despesa (2x+3)(3x+ 5) (4x 6) i “ga PApMSEM & dim Mn Mircaleled Di fi 
se 
h 8.66) f(x)= ET 
8.58) f(x) = Yx+FI ( 3 +x—1 
8.59) 6) = XT 2.67 = (2x +3) (3x — 2)? 
dá A 5 
x*—Sx+1 a 
8.60) fts) = Er 
ds tias) tida (EE = ) 
xº+2x—5 Bs fee 
8.61) fo) =>, >5>— 
“ xº-7 xº x2 
8.69) f(x) = —— — 
des 3x2 —-4  3x+2 
a) (jet =P 
3-4 x 
8.70) fg)=———— 
x +10 
8.63) fix) = Ea 
= 


Capítulo 


Funções trigonométricas, 


exponenciais e logarítmicas 


9.1 — UMA DESIGUALDADE IMPORTANTE 


Seja x um número real tal que — a <x< z e provemos que 


Nas figuras abaixo, que representam a circunferência trigonométrica, 
temos que: 


MP=|senx|, ÁP=|x|,e AT=[|tgx| 


z z 
tanto no caso em AUGrO SANS como no caso em que o aos di) 


0 <x<7 -E<x<o 


Além disso, vê-se que área do A OAP < área do setor OAP < área do AOAT. 
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(04) -(MP) (OA) (ÁB) ( (OA) (AT) 
2) p: E 


a 
MP<AP<AT 
|senx|<|x|<l|tgx] 


para todo x + 0, tal que seg ta, 


Se x= 0, temos |senx)=|x|=|tgx|= 0. 
T Eos 
Portanto, para todo x tal que | <x o tem-se 


|senx|<|x|<l|tgx| 


9.2 — CONTINUIDADE DA FUNÇÃO SENO 


Teorema 


é contínua em 


Demonstração 


Faremos a prova deste teorema com o auxílio da desigualdade anterior. 
Lembremos, da Trigonometria (veja o volume 3 desta coleção), que 


X—Xo X+xo 
sen x = SenXo = 2.sen cos a 


Xx+Xo 


[eo «1 


Dado E > 0, seja 8 = min (5) Portanto se O < | X-— Xo | < ô, tem-se 


X— X X—Xo 
A a 
(Utilizamos aqui a desigualdade do item anterior.) 


sen 


a)0<|x-xo|<, donde 


|< 
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bo<|x-x|<e 


Então 


sen 


S 


x — x Xx+x 
|senx — senxo| =2 “| [eos º 


az cDi=|t =] Se 


Fica provado, assim, que 


lim sen x = sen xo 


x=>xo 


isto é, que a função seno é contínua em IR. 


9.3 — CONTINUIDADE DAS DEMAIS FUNÇÕES 
TRIGONOMÉTRICAS 


A partir do fato já provado, de que a função seno é contínua em IR, pode-se 
provar facilmente que as outras funções trigonométricas (cosseno, tangente, 
cotangente, secante e cossecante) são também contínuas em seus respectivos 


domínios. 
1.º) Temos cos x = sen E — *) logo a função cosseno é contínua em IR, 


por ser a composta de duas funções contínuas em IR. 


sen x 
2º) tgx= 

cos x 

cos x 
3.º) cotg x = 
, sen x 
4.º) secx = 
cos x 


5.º) cossec x = 
A sen x 


Logo, as funções tg x, cotg x, sec x e cossec x são contínuas em seus domínios, 
por serem quocientes de funções continuas. 


9.4 — TEOREMA DO CONFRONTO 


Demonstraremos agora um teorema que permite determinar o limite de 
uma função f por comparação desta com duas outras funções, g e h. 
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Teorema 


Sejam g, f e h funções cujos domínios contêm ao menos uma vizinhança re- 
duzida V* de xo. Suponha-se que: 


1.º) para todo xe V*, se tenha 
g(x) < f(x) < h(x) 


2.º) lim g(x) = lim h(x) = L 


Nestas condições, lim f(x) = L. 


x>xo 


Demonstração 
Dado E > 0, existem 8, > 0 e 8 > O tais que: 
a)se0<|x-—xo|< 8, tem-se |g(x) —- L|<e, ou seja 
L-e<gixg)<L+e 
b)se0o<|x-—xo|< d, tem-se |h(x) - L|<e, ou seja 
L-e<h(xg)<L+e 
Assim, para ô = min (ô,, d2), temos que 
se0<|x-xo|<ô, então 
L-e<gixy)<fx)<h(x)<L+e 
donde 
L-e<f(xg)<L+e 
e portanto 
[fg —-L|<e 
Isto significa que lim f(x) = L. 


x=xo 


Observação: O teorema do confronto é também válido se x > +>0,0UXx > — 90, 
e também para limites laterais. 
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Ea 


0 NTE FRISUNOMETRICO: FUNDAMENTAL Apliquemos agora o teorema do confronto, considerando as funções 


Vale a seguinte propriedade g(x) = cosx, f(x) = SE e h(x) = 1. Como 
x 
lim g(x) = lim cosx = cos0 = 1 
1>0 1=0 
e 
lim h(x) = lim1I =1 
x>0 x>0 
Demonstração resulta que-- 
Para fazer a prova, utilizaremos o teorema do confronto. Já havíamos pro- sen x 
lim =l 
x>0 x 


- vado (veja o item 9.1) que, para — E Esto ad eo tem-se 


|senx|<|x|<ltgx| 

% ; Exercícios Resolvidos 
Para 0 < x < Eu podemos escrever ainda 
y 9.1) Prove que o limite trigonométrico fundamental admite a seguinte forma ampliada: para «0, 


' senx<x<tgx fesDa 
lim SM E 
donde Ro 
x tgx 
b = < ois sen x > 0) 
senx senx (p ) Solução 
ou seja Como im A = 1, sabemos que, dado e > 0, existe 5, > O tal que se 0 < [x] <ô,, 
sen x 
cos x < 1 tem-se 
x sen x 


-1[<e 


x 


ã n 
Para — q <x<o0, escrevemos também 


& 


Como lim «x =0 e «+ 0, existe também 8 > O tal que se 0 <|x|]<ô, tem-se 0<[ox|<ô,. 
x-0 


Portanto, se O <|x| < 8, teremos O < |[ax| < d, donde 
tex<x<senx 


snoax || us 
donde ax 
tex e assim 
x ç sen ax 
> > 1 (pois senx < 0) lim DE — 
sen x sen x 10 AX 
ou seja a , 
5 q 9.2) Mostre que, sendo a e £ reais não nulos, tem-se 
cos x < <1 senox a 
À pi im =— 
F x»0 senbx B 
Assim, se O < |x| <—, temos 
Solução 
sen ax .  senax 
lim 
x Ga ão. ax 2. ox a MO 
cos x < <1 =0 senbx -x-0 B senfx fim senbx BB 1 B 
x ” , Ê Bx »0 Px 
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senx — sena 
iu 
9.3) Calcule dim ES 


Solução 


Como senx — sena = 2 sen 


to 


a 
E que T , temos 


x-a 
sen—— 
senx— sena 2 Re esa: 
dem "O ta 
2 
Assim 
x-a , 
pé x+a ao o ND 
ira SER = lim z * lim cos = cos = cosa 
pi wa Cx x-a xa 
2 
- | —cosx 
9.4) Calcule limit — 
Solução 
Como , ão 
j sen? x senx 
— =cosx)(l +cosx) | — costx as E a 
der 0 x(l + cosx) “x(L+cosx) x(l + cosx) > 1+ 
x 
temos 
1 — cosx sen x senx  ,, Sen 0 = 
a CAR Mc 1 + cos0 
am 
Exercícios Propostos 
; Áci i .34). 
Calcule os limites indicados nos exercícios seguintes (de n.º 9.5 a 9.34). 
| 1 — secx 
.. sen3x - sen&x ss od d 
a em & EO, Ato sen 3x x 
9:16) lim Ex 
id R im 
sen 9.11) tim EE in 
26) lim» o 
hi tg 2x dei = 
HD 9.17) lim — 
-0 
std o sen 3x ; ; 
im ese — 2x 
: =. 1—tos 
9.8) lim sen 4x 9.13) ao tg 5x 9.18) na 
E : E =" sen 3x 
2 9:19) fim ———SE 
9.9) lim um E E 
E 


9.20) lim 18x — senx 


é 2sen2x — 6xé 
x>0 xo 226) dim x 
sen 4x 

9.21) lim 9.27) lim SP 3x 

e varTt=] , dim tg 3x 

VI -cos2 E 

9.22) lim EA E 9.28) lim — Sem x 

x-0- 


*0 | — cosx 
9.23) lim 2X sen x 


2 
x=0 SEX — | 9.29) lim SM x 


*=0 sen 2x 
= Cosx — cos a 
9.24) lim SEX — cosa e ti 
ds 9.30) in 


9.25) lim e 
*=0 X Cossec x 


9.6 — 


fx) = a 


coma>0eazi. 


Recordemos algumas das características destas 


1º) f(x) = a* assume somente 


valores positivos. 
2) sea> 1, f(x) = a” é 


SSa>lex>o0, tem-se ar > | 
O SHI ON 0 tem-se: gato | 
3)se0<a<i1,fx)- 


o Ss DO es À, ego Duo gi À 
Pe Vs ds 6 e 0, demase di 


N f(x) = ax 


= sen? x 
9.31) a 


9.32) lim S08 x 


9.33) lim SPX + 1 — cosx 
1=0 x 


9.34) lim — Sen 3x 
E I- 2cosx 


CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES EXPONENCIAIS 


- Consideremos as funções exponenciais f: |R.— IR, dadas por expressões do 
tipo 


funções: 


crescente e, Consegiientemente, 


a* é decrescente e, Consegiientemente, 
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do para o leitor. 


Provemos este teorema para o caso a > 1. O caso0<a< l será deixa- 
Como 


a” = ato [ato — 1] + axo 
bastará provar que 


lim ax = 1 


x-x0 


o que equivale a provar que 


lima = 1 + 
h>0 
Vamos demonstrar, primeiramente, o limite lateral 
lim dt =1 
h>0+ 
Investigação 


Dado e > 0, desejamos provar que existe 8 > O tal que, se 0 <h< ô, 
tem-se 


já-i|l<e 
Sendo a > 1 eh> 0, temos a > 1. Assim, a condição acima escreve-se 
adi<l+e 


Tentemos determinar um número natural p, para o qual se tenha 
s 


1 
a <l+e 
ou seja 


a<(l+eP 
Como, pela fórmula do binômio de Newton. 


G+eP=1 +pe+(D)e +(5)e+ vs +()e 


Pp 
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resulta que 


I+eP>1+pe 
Assim, se tomarmos p de modo que 
a<l+pe<(l+He? 
ficará satisfeita a condição e l+s 
Daí resulta que devemos tomar p > dd 


Demonstração 


Dado £ > 0, seja p um número natural tal que p> 


-1 ; 

e consideremos 
dl 
ô a Segue daí que a? < 1 + e. Então, se O < h < 8, teremos 


A 
I<ait<aica<l+e 


donde ja-i|<: 
e assim lim at =1 
h>0+ 
Para provarmos que lim a" =1, basta fazer h= — h, onde h' > 0. 
Teremos a” = a, 
a 


Se h>0-—, é claro que h' > 0 +, donde 


Emi 1 1 | 
lim 98 = Ny ae E == 
h+0- n—0+ ar lim ar 1 
h'>0+ 
Portanto lim a&º = lim a& =limat=1 
h>0- h>0+ h=0 
Consegiiência 


Uma consegiiência importante da continuidade das funções nptReça 
é expressa pela seguinte Rene 


9.7 — LIMITES DAS FUNÇÕES EXPONENCIAIS PARA x — +co 


Teorema 


Provemos o teorema no caso a > 1, deixando para o leitor o caso 0<a<1. 


1.º) Demonstremos que, sendo a > 1, tem-se 


lim a* = +00 
x> +00 
Devemos provar que, dado N > 0, existe M > O tal que sex > M, tem-se 
a >nN. - 
Basta tomar o número positivo M tal que M > log, N e teremos aM>N. 
Assim a 


sex>M, tem-se a” > aM, donde a” > N 
2.º) “Demonstremos que, sendo a > 1, tem-se 
lim a*=0 
x>-0 : 


Devemos provar que, dado E > 0, existe M > O tal que sex < — M, tem- 
se ja - o] <e, o que é o mesmo que a* < e. 


5 is 1 ! 
Basta tomar o número positivo M tal que M > log, — e teremos a >—, 
£ E 


donde a M <e. Assim, sex<—M, temse at <a M<e: 
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Consegiiência 


Uma consegiiência do teorema acima é expressa pela seguinte propriedade 


Exercícios Resolvidos 
E] 


9,35) Calcule lim 2 *-7 


x=1 


Solução 
E Gde tra us 
Temos Tt ger E (2 +x+D=3 
Assim 


9.36) Calcule lim 3!-v3senx, 


x 


xt 
Solução 
Temos lim (| — senx)= 1 — Rets À) os PS 
poe VTsena) J3 3 “ 5 z 
Assim 
li 
lim 3!-V3ema 3 7 2 
E 3 
x= sen 3x 
9.37) Calcule lim 5 * 
2-0 
Solução E 
a = 3 
Temos item im (1 va en) caia = 
Assim 
X-sen3x 1 
has * E do 
a+0 25 
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5x2 +2x—1 EL sen dx 
9.38) Calcule lim 637545 9.59) lim 4 ** 9.64) lim 2 9.68) lim 3 !7* 
rato RED dia ii 
a: (VZ-354 + 1=x 
9.60) lim 5 E T—] E 1=3 
Solução Ji 9.65) lim 2º 9.69) lim 51% 
SP EE=1 0 2 RM! doi fas: ps 
Temos dim, E SO 9.61) lim x 9.66) lim 357! 9.70) 
17 x=++0 
Assil é sen X— COS X 1x? 
di gs os Sie) dum 9.67) lim 4 15% 9.11) 
jo persas 8'=2=32 mp ed 
Es 
- homi: 9.63) lim 418% 
x 
im 3 $T = 
9.39) Calcule lim 2 
Pie 
% Solução 


9.8 — CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES LOGARÍTMICAS 


Consideremos as funções logarítmicas f:|R% >IR, dadas por expressões 


o do tipo 
f(x) = log, x 
9.40) Calcule lim 3!” (6) Ea 
cf coma>0ecazfl. 
Solução Recordemos algumas das características destas funções 
1=50 = 1º) Sea >, f(x) = log, x é crescente e, consequentemente, 
Temos lim Ta é it, et =05 
sea>lex>l, tem-se log, x > 0 
Assim josd sea>le0O<x<l, tem-se log, x < 0 


E - 
ai E 2*) Se0<a<1, f(x) = log, x é decrescente e, consequentemente, 


Exercícios Propostos 


se0O<a<lex>l, tem-se log, x < 0 
se0O<a<le0O<x<i, tem-se log, x>0 


Nos exercícios seguintes, de n.º 9.4! a 9.71. calcule os limites indicados. 


4 YA 
9.41) lim 5º 9.47) lim 2) o) Ti 00 
ú di 2 x-1 
i + 
9.42) lim 7 a asi sa tras 
fita a +00 mis 
a 
pEnçÃ w-n+2 
9.43) lim 3 9.49) tim 5º 89) tm E 
prada x=2 ; 
À z+1 0 x 
9.44) lim 4º x ' =43 
À 9.50) dim 5) 9.56) Jim, 9 
9.45) lim 9 Es 
pia no 9.57) lim 2 5 
z 9.51) (dim [5 lim 
1y pu 
9.46) lim 6) - 
Fa spa 9.52) lim 25+1 9.58) lim 3 


x>-2 


Teorema 


Provemos este teorema para o caso a > 1. O caso 0 <a< 1 será deixa- 
do para o leitor. 
Como 


x 
log, x = log, — + log, xo 
Xo 
bastará provar que lim log — = 0, o que equivale a provar que 
x-"%0 5 


lim log, h = 0 
h>1 


Investigação 
Dado e > 0, desejamos provar que existe ô > O tal que, se O <| h-1 | <6ô, 


tem-se | log, h| < e. 
Esta condição escreve-se: — £ < log, h < E e, como a > 1, equivale a 


at<h<a 
- ou 
% at-I<h-l<a-l 


Temos a*> 1 ea”! — 1 <0, Então, se tomarmos 5 = min (a*— 1, |a*— 11), 
resultará que 


at-|I<x-ô e d<a-l 
Assim, a condição — 8 <h— 1 < 8 acarretará que 


at-I<h-l<a—l 


Demonstração 


Dado :>0, seja 8=minfas— 1, |a*-1|). Seo<|h-I|<ô, 
tem-se a*— I<h-—lI<a!—l, donde a *<h<a' e assim —e<log h<e, 
ou seja 
[loga h| < e 


Consegiiência 
Uma consegiiência importante da continuidade das funções logarítmicas 
é expressa pela seguinte propriedade 


Em particular 


9.9 — LIMITES DAS FUNÇÕES LOGARÍTMICAS PARA 
x> +00 oux> 0+ 


Teorema 


Provemos o teorema no caso a > 1, deixando para o leitor o caso O<a<1. 


1.º) Demonstremos que, sendo a > 1, tem-se 
lim log, x = +90 


x> +00 


Devemos provar que, dado N > 0, existe M > O tal que sex > M, tem-se 
log x>N. 

Basta tomar M =aN> 0 e teremos que se x> M =”, então (sendo a > 1) 
log x>N. 


2.º) Demonstremos que, sendo a > 1, tem-se 


lim log, = —o0 
x>0+ 
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Devemos provar que, dado N>0, existe 5>0 tal que se 0O<x<ô, tem- 
se log x<— N, 


Basta tomar 8 = a N > O e teremos que se 0 < x < 8 = a”N, então (sen- 
doa>1)logx<-nN. 


Consegiiência 


Uma consegiiência do teorema acima é expressa pela seguinte propriedade 


Exercícios Resolvidos 


xX-8 
ER 


9.72) Calcule lim log, PE 


Solução 
Temos 
P-8=K-DW+ me rd B=(x-D)(N2 44) 
donde 
xX-8 X+u+4 
A P-2 [44-88 244 


E Esta expressão tende ao limite $ se x > 2. Assim 


, 2 =8 3 
lim Jo; > =1 es] — 
x=2 82 —2X +4x-—8 “Br 2 ! 
9.73) Calcule lim log; cos x. i 
x=4 
Solução 
Se xo O, tem-se cos x > 1. Assim 
lim log; cosx = log, 1 = 0 
É 9.74) Calcule lim logs -—. 
dat 
Solução 
1 
Se x» —00, tem-se -—— > 0 +. Assim, dim logs e —0 
ET” a Ta] 
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241 
9.15) Caleute lim logs. 


Solução 


241 
Se ques EB temo Dt, 1. Assim, 
Gi 


im log EI = logs 1 =0 


Exercícios Propostos 


Nos exercícios seguintes, de n.º 9.76 a 9.93, calcule os limites indicados. 
9.82) lim era 


1+0+ 


9.76) lim logs x 9.88) lim loga tgx 
x-25 x 


E 


22 +3x +1 


9.77) lim log; x 9.89) im o sa AT 


ss 


9.83) lim loga (x2 + x + 1) 
x+1 


E 3x+1 1 

9.78) lim loga x 9.84) lim logs 1 9.90) dim, log 
A 6x +8 é 1 
9,79) ira log; x 9.85) lim non rá E 9.91) dim, Bi 


9.92) lim logatgx 


9.80) lim loga x 9.86) lim log, senx 


3 ao. 
9.81) lim Joga 9.87) lim logs tg x 9.93) lim log, tgx 
a-++0 e. 1 F- 3 


9.10 — FUNÇÃO DE VARIÁVEL INTEIRA 


Seja f: A > IR uma função tal que A c Z. Como o domínio desta função 
é um conjunto de números inteiros, as definições de limite vistas até agora não 
se aplicam, pois o domínio de f não pode conter uma vizinhança de um ponto 
Xo, ou de +00, ou de — 00. 
Admitamos que exista um número inteiro no tal que todo número inteiro 
n > no pertence ao domínio A da função f, Neste caso, é possível definir o 
lim f(n) 
n> +00 
Analogamente, se existe noe Z tal que o domínio A contém o conjunto 
fneZ|n < no), é possível definir o 
lim f(n) 


n+—00 


As definições ficam assim: 
1.º) Dizemos que lim f(n) = L se, dado e > 0, existe M > O tal que se 
n>M, tem-se ir 
lfm)-L|<e 
2.º) Dizemos que lim f(n) = L se, dado e > 0, existe M > O tal que se 
n<—M, tem-se a 
lfm-L|<e 
Definições análogas podem ser dadas para os casos 


lim fm)= + ou lim f(n)= + 


9.11 — O NÚMERO e 


Consideremos a função f:IN* »IR dada pela expressão: 


f(n) = (1 je il 
n 


Podemos provar que existe o 


1 a 
lim (1 + +) 
n> + n 
«Este limite é um número que desempenha um importante papel na Análise Ma- 
temática. É, habitualmente, representado pela letra e, e tem-se 
e = 2,718281828459045235 


O número e é irracional, 
Para demonstrar a existência-deste limite, utiliza-se o teorema seguinte, 
que apresentamos sem demonstração. 


- 


Teorema 


Aplicando-se este teorema, a existência do limite 
lim (1 ++) E 
n> +00 PR 
ficará estabelecida quando provarmos que: 


ne 
1.º) a função f : iN* >!IR dada por f(n) = (1 +5) é crescente; 


2.º) f é limitada superiormente em IN*. 


Demonstração do 1.º 
Pela fórmula do binômio de Newton, temos 


Int aa DN A ny) 1 
—| = .— . .— + 

(+) =r+()a+ (6) 
! 


Nesta soma, uma parcela qualquer se escreve: 


n 1 n! AM 1 nQ-DO-D.lo-p+ DO 
(0) eme np! nenene..en 


-— 1 
pç q (1 -S (1 -5) Ed (1-255) 
p! n n n n 
Vê-se, então, que aumentando-se n, cada fração de, denominador n de- 
cresce. Assim, os fatores deste produto aumentam. Este fato garante que a fun- 


ção dada por 
1 
f(n) = (1 + +) 


é crescente. 


Demonstração do 2.º 
Retomando a expressão 


RR oo 


pois cada fator, isoladamente, é menor do que 1. Além disso, como 
pl=1:2.3.4.5....(p-D-p> 
>1.2.202.20...0202= 2-1 


temos RU l 
p! 2p-1 
E n 1 ih 
Então j (2) a <= 
: EN 1 1 1 1 
Assim (145) crer Deda cega = 
l 
fe 
2” 1 
=1 =3-——<3 
+ à 1 Ri 
2 


isto é, a função dada por 


1 
fo) =i[ Te 
(1) ( + 2) 
é limitada superiormente. 
As duas demonstrações acima garantem, portanto, que existe o 


lim (1 + a 
n=+ +00 n 


:e ainda que esse limite não é maior do que 3. Trata-se do número 
: e = 2,718281828459 


já mencionado anteriormente: - 
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Demonstração 


[NH NY " mt 
im (145) = qm (145). tm [tg eu == 6 
mi oo: n n> +00 n n> +00 n 


Demenstração 
Façamos n+k=m, donde n=m —k. Se n> +00, é claro que m > +00. 


Assim 
UE a dia 
lim (1 + = mo, [Is =e 
n> +00 n+k m=++ 0 m 


Demonstração 
Façamos n= —m. Se > —o0, é claro que m > +90. Assim, 
1 : -m 
lim (1 +5) = lim (1 -5) 
n>—o n m> +00 
Mas 


donde 


4.º) Seja f: A >IR, f(x) = (1 + 4%) » cujo domínio é A=IR— [—1, 0]. 


Tem-se 


Demonstração , 
Seja n = [x], isto é, seja n o número inteiro tal que 
n<xx<n+1 (xe A) 
Então 
o RS IPA 
n+1 x n 


a 1+ oe 
ú n+1 x 


1 


<l+— 
n 


“Sex > 1, temos n > 1, donde 


(1 é = 1) <(1+5) <(1 +5). 


“ e ainda, com maior razão, 


o 14 1 Eta ET abra ER 
n+1/0 x n 


n n+1 
)- lim (1+5) = e, resulta (pelo teorema do 
n> +00 


“ Como lim (1 + 
n>+o n+1 


confronto) que 
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E 


As demais partes podem ser provadas com os mesmos artifícios utilizados 
nos casos anteriores. 


Demonstração 
Pagu à cela iige es Se x > 0 +, é claro que y > +90 e, se 
y E 
se x—>0-, é claro que y > —c0. Assim 


1 y 
lim (1+x)= lim (1 +5) =e 
x>0+ y+ +00 y 


1 a ki 
e lim (L+x*= lim (1+5) =e. 
x+0— y>-0 di 


Portanto 


O mesmo é verdade se x > +00, ou para limites laterais x > xo + OUX > Xo —. 


7.º) Se lim u(x) = L e lim v(x) = +00, então 
x>x0 x—+0 


ux) 1 
vt) “To É claro que f(x) > +o0 donde 
e que v(x) = f(x) « u(x). 


tim (14.1)? 
im — = 
jm ( EE E 8 
Assim 


u(x) víx) Es dad , a Pe ê 
[is (1 já E = tim (1 +55) 20 (1 : o! ] aa 


Para finalizar, eis aqui o aspecto que apresenta o gráfico da função 


ER = [= 10] > IR, fo) = (1 +53) 


onde se pode ver que: 


Façamos — 


- 


9.12 — LOGARITMO NATURAL 


Consideremos o número e. A expressão 
log, x 


é chamada logaritmo natural de x (ou logaritmo neperiano de x) e é comumente 
indicada por 


Inx 
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Teorema 


Sendo a > 0, tem-se 


Demonstração 
Suponhamos, primeiramente, que a £ 1. Façamos y = a* — 1. Daí, vem , 
=l+y e x=log(l+y) 
Se x > 0, é claro que y > 0. Assim 
x — 
EL a fia ste, 


a T lim T 
x— - 0 
O y=0 log (1 +y) tom + pay 


Jim loga (1 + yo log, ir (1 + yo log, e 


No caso a = 1, temos também 


Col ymlcl tmo=0=h1= Ina 
x0 0X 0 X 250 


Exercícios Resolvidos 


sy 
9.94) Calcule lim (1 — 5. 
xe +o x 
Solução 


Fazendo = temos x = — Sy, logo, se x > +00, tem-se y > — 00, 


Assim 


E Ye ' (À id ; va E 
ali) = pabes Ltnfie]] mteã 


Ê 
9.95) Calcule lim (1 + 29%. 
Solução 


Fazendo 2x = y, temos + Es Se x > 0, tem-se y > 0. Assim, 
y 


2 
1 2 1 
lim +2=lim(d+y' = [im (+ 9] -=e? 
x+0 pr ps 


= SE 101) Caleute Jim n(9/7— 1) 
9.96) Calcule lim 5) SABNcabai Que deito, fa DO 


+1 
Solução Solução E 
ar 1 1 
er ando! 1 —D= =— 
Façamos MET 1 + —, donde obtemos 2x= —2y — 1. Sex > —00, tem-se y > +00. Como n(J/a — 1) 1 + Se fizermos x Pára n — +20 teremos x > 0 +, logo 
y = 
Audi n 


a -l 
E a pf RE 
Sagas da nf 


RAR -2- 
dm (5 ') Pr >) a 


9 ER 1 
=[ im (1+5)] - lim (1+5) =e2pt=s 
pm y pato y e 


9.97) Calcule lim (1 + 3 tg? nois, 
1+0 


] 
5 
ZE 


Solução 


Façamos 3 tg? x = E donde cotg? x = 3y. Se x > 0, temos y > +c0. Assim 


E 2 yycotr? x 1 La hi 1 1Y7 3 
i pote El E +— = 
lim (1 + 3 tg x) E (1+ ) im ( ) e 


MI 
9.98) Calcule lim ————. 
a 


Solução Exercícios Propostos 
Sendo a = e?, temos Nos exercícios seguintes, de n.º 9.103 a 9.132, calcule os limites indicados: 
e»-1 
lim =ina=lhe?=-3 E ia a (x+3Y 
AD X 9.103) dim, (1 -3) 9.111) im, = inc 23 
' 9,119) Jim ( ) 
ns In(1+%) x RA mtu 3 +2 
” Ra td 9.104) (lim (1- 5) 9.112) (Jim ( ) 
o CEC! 9.120) lim (1 + cosx)'ss* ) 
» , E 
IR , Solução a fr 4 
| o E j SAO Aral! RA rr) 9.121) lim (1 + sena)? 
Temos BUM (À In(dd+x=In(1+x* 
| É ER , a 2x 
t Es a” — 1 
| donde Et o, E E ) eta da 6 E :) 9.122) lim E (a > 0) 
' E 
a: E + x) ' E, 
- lim— = lim(i+x'=Ine=1 x+3 ' x Nu+3 $. 
am Hr 9:107) Jim (14 9:15) lim [S 9.123) lim £ 
| 1-0 x 
' x x + Iy2-a À 
9. 108) | lim mo + 3 9.116) dim ( ) 9.124) lim x[in (x + 1)- In x] 
-u 3x, ERA 2 xo + 
a E “ og( + 10x) 
9.109) lim (1 +) 9.117) lim Z E 3) Sa) lit === 
+ temos x>0 > +a (3x — 4 
7 1 
E” - Ra PE (o di atua À MEX 
fude 1 = ida dl e sh [o 9.110) lim (1 — 2x)* 9.118) dm (E) 9.126) lim —— In TE 
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“o n(l+x O A ca VES=E* 
Ce Dae RR A 
e E +e+ es — es 
area Sim EEE) 9.131) lim Ca) ENS) im 
. e P 10 2x Fá :=0 senox — sen Bx 
di 
9.132) lim SS 
ato & + e 


IL1) Seja f:IR > IR dada por f(x) = 2x? + x + 3. Prove que lim f(x) = 6, utilizando diretamente 
x=1 


a definição de limite. 


11.2) Seja f:IR* > IR, f(x) = —. Prove que lim f(x) = 2, utilizando diretamente a definição de 
x 


limite. 


113) Seja f:lR — (1) > IR, 1) = 


definição de limite. 


11.4) Seja f:IR, — IR, f(x) = /X. Prove que lim f(x) = 1, utilizando diretamente a definição de limite. 
T1.5) Seja f: IR > IR, f(x) = «/X. Prove que lim f(x) = 2, utilizando diretamente a definição de limite. 


11.6) Seja f:IR > IR, f(x) = 2x + 3. Prove que f é continua em IR, utilizando diretamente a defini- 
ção de continuidade, 


Esigt = 


& 7) Seja f:IR — [= 1) >IR, f(x) = ã E Prove que f é contínua em IR, utilizando dire- 


é do 
tamente a definição de continuidade. 


11.8) Seja f:IR > IR, f(x) = 2x? + 
a) Calcule f(x) — f(1) e fatore essa diferença. 


1 
b) Demonstre que, se [x — 1] <3 tem-se 
a 
- xs elo -D|<12-|x—1] 


c) Deduza que f é contínua no ponto xy = 1. 


Nos exercícios seguintes, de n.º I.9 a II.18, calcule cada limite indicado. 


3-8 
119) lim YE im = 
na E 1-2 (xº — 4) (x + 2) 
3 e 4 = | 
HL1O) fim dec 1112) lim — 
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2 "O 


2 — 
11.16) lim Nl+x—1 


H13) Jim, 


=0 T7X-1 
= à 3 Z & STE ES 
(ig) EEB 2 iii 4 dO RR ao 
x=1 que s+1 x -1 e 
Es 20 — 5 
11415) lim NEE OS vê x 2 118) lim MEL 
= x-1 a=-3 JA TEA 
“ 
1,19) Seja f:1R —> IR dada por 
“  BEY 
f)=4 x—1 dá 
k, se x=1 
Determine k, para que f seja contínua no ponto xy = 1. 
11.20) Calcule a e b, sendo 
ax +(Ja+lx+3 3 
im —5————"=— 
=1 bx + (2-bx-—2 2 
11.21) Determine um polinômio f(x), de grau 3, sabendo que 
fig a fig 
ai p=] as=Sã + 3 
1.22) Determine um polinômio f(x), de grau 3, sabendo que 
fiada é o fim eos 
x20 X s-1x + 
11.23) Seja f(x) =x? + 2x + 4. 
a) Calcule lim AS E =A 
h>0 h 
f h)— 
b) Calcule lim pt A) onde A é o valor calculado no item anterior. 
Nos exercícios seguintes, de n.º 11.24 a 11.27, calcule: 
a) lim f(x) b) lim f(x) c) tim f(x) É 
x-+x9— x=30+ x=19 ] 
no ponto x, indicado. 
x- E 
1.24) ()=——5,w=3 
ge pa | 
-=b 
11.25) f(x) = =0 
x+D7* | 
2 
Re) 
nifig= EE pd) 
Ix+2] 


E 


x 
11,27) fg) =-—>———., x = 
) ftx) EE Xo 


11.28) Seja f:IR — IR, dada por 
x+ax+a+l, para x<l 
f(x) = 3, para x=1 
x —-(b+l)x+b, para x>1 


a) Determine a, para que f seja contínua à esquerda em xo = 1. 
b) Determine a para que exista lim f(x). 


x+1 


c) Pode f ser contínua no ponto xy = 1? 


Nos exercícios seguintes, de n.º 11.29 a 11.34, calcule os limites indicados. 


3X — 4x — 5 3-4 
n. i k a sendo 
A ao A 1 g==] 
mo so mio 5 om . BW -2X—7 
11,30) dim Eu 11.33) Pa 
À 3-2 E x —- a? 
130 dim Se 134) lim a (6>0) 


Nos exercícios seguintes, de n.º I[.35 a 11.41, calcule: 


a) lim f(x) b) lim f(x) 
rota x= = 
RAD  K ++ MDB —S) 
11.35) f(x) = EC) 11.38) f(x) = a 


1136) ft) = 8 +2- /0—2. 


1137) f(x) = JR FS 


11.39) f(x) = fra 


2 -/X+1 
11.40) f(x) É too, 
2-8 +1 


1141) fg) = 


x 
dx Sat 
11.42 atento tim xr) E cy 
42) Calcul att 1 TE 


11.43) Determine a, sabendo que 


Nos exercícios seguintes, de n.º 11.44 a I[.48, calcule os limites indicados. 


2 
11.44) lim lu lim= 2. 
*=0 sen 5x a | — senx 
2 
. tg4 
11,45) lim Er 1148) tim — RA 
x=5 1— J2 cos x 
sen 5x 
11.46) lim —=>>——= 
o Jx+2- /2 
Nos exercícios seguintes, de n.º 11.49 a 11.53, calcule os limites indicados. 
11,49) lim 8 ISS 
ea 11.52) tim 4 Y5-D"182 
x—1 Lind) 
RE] 
Bo) [aa 1153) tim (027? 
2-x* Pt 
HES1) lim 22>* 
Pes 


Nos exercicios seguintes, de n.º 11.54 a 11.56, calcule os limites indicados. 


11.54) lim log, x 
nos DEL 


, x -9 
1.55) lim log 737 46 


1.56) lim log. secx 
2 


Nos exercícios seguintes, de n.º 11.57 a 11.63, calcule os limites indicados. 
Eq 


7 BN .X-—s8 
1.57) Jim, (1 +35) 1.61) lim 


a! 
a | e" 
11.58) lim (1 — 3x) T1.62) lim = 
x=0 x0 x0€ 
ana AS = DNS 11.63) lim (1 = »[In (x +3)= In x] 
1.59) tim, G E 5) Re 
É = A 
160 dm (1) 
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Capítulo 


Jo! Derivadas 
Ed 


10.1 — INTRODUÇÃO 


O conceito de limite, estudado nos capítulos anteriores, é a base do chamado 
cálculo infinitesimal que, ao surgir, era constituído de duas partes aparentemente 
distintas: o cálculo diferencial e o cálculo integral. No entanto logo foi mostrado | 
(através do Teorema Fundamental do Cálculo, que será visto no capítulo 18) 
que estes dois cálculos estão intimamente relacionados. Neste capítulo, com a 
definição de derivada , damos início ao estudo do cálculo diferencial e nos capí- 
tulos 16, 17 e 18 apresentaremos noções do cálculo integral. 


10.2 — RETA TANGENTE A UMA CURVA 


Um dos problemas que levaram à definição de derivada foi o da determinação | 
da equação da reta tangente a uma curva plana em um ponto. Este problema é de 
resolução simples no caso de uma circunferência (veja capítulo 11 do volume 6 
desta coleção) mas já não é tão simples no caso de outras curvas. 

Vamos inicialmente esclarecer, de modo informal, o que entendemos por reta 
tangente a uma curva. Em Geometria Plana costuma-se definir a reta tangente 
à circunferência como sendo a reta do plano da circunferência que encontra a 
circunferência em apenas um ponto (figura 1). Essa é uma boa definição para 
a circunferência mas já não é boa para outras curvas. Consideremos por exemplo 
os casos das figuras 2 e 3. 

Na figura 2 a reta t é tangente à curva g no ponto A, mas encontra a curva 
em mais de um ponto. No caso da figura 3, a reta s encontra a curva h em apenas 
um ponto mas não é tangente à curva nesse ponto. Precisamos então de uma outra 
definição que sirva para qualquer caso. 


(Fig. 1) (Fig. 2) (Fig. 3) 
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| Consideremos uma circunferência C e uma reta t tangente a ela no ponto A. o caso, por exemplo, do ponto A pertencente à-curva y da figura 7. Ao fazermos 


Em seguida tomemos sobre C um ponto P distinto de A; os pontos Ae P deter- o ponto P aproximar-se do ponto A, obtemos duas retas limites: t, e t, (figu- 
| minam a reta s (figura 4). Suponhamos agora que O ponto P “aproxima-se” de | ra 8). Neste caso dizemos que não existe a tangente no ponto A. Podemos no 
] A como mostra a figura 5. entanto dizer que existem duas tangentes laterais: t, e t;. (Temos aqui uma ana- 
| A figura 5 mostra que s “aproxima-se” de t. Temos então a nova “definição”: logia com os limites laterais.) 


a tangente t no ponto À é o “limite” 
da reta s à medida que P “aproxima-se” 
| de A (se esse “limite” existir) 


| f , Y 
| A palavra “limite” foi aqui usada de um modo informal; porém mais adiante o da O a 


tornaremos nossa linguagem mais precisa. 


(Fig. 4) (Fig. 5) 


(Fig. 7) (Fig. 8) 

Vejamos agora o caso em que o ponto A é extremidade da curva (figura 9). 
Neste caso, obviamente, só podemos fazer o ponto P aproximar-se de A por um 
dos lados, obtendo a tangente lateral t (figura 10). Diremos que essa tangente 
lateral é a tangente no ponto A. 


Exemplo 
Consideremos o ponto A sobre a curva y. Em seguida consideremos sobre Y ] 
o ponto P distinto de A. Os pontos À é P determinam a reta s. Fazendo P apro- A a a 
. ximar-se de A, a reta s aproxima-se de t que é a reta tangente à curva no ponto A. 


Ê Devemos deixar claro que só diremos que existe a tangente à curva no pon- ” 
to A, quando a reta s aproxima-se de uma única reta t, à medida que o ponto P 


" aproxima-se de A, por qualquer um dos dois lados. É o caso, por exemplo, da (Fig. 9) (Fig. 10) 
figura 6. E Para finalizar este item, citemos o 
caso em que o ponto A está no interior ----— PR 


de um segmento de reta. Neste caso a 
reta tangente t é a reta suporte do seg- 
A mento. 


10.3 — RETA TANGENTE AO GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO 


7 Vamos agora resolver o problema da determinação da equação da reia 
(Fig. 6) 4 tangente a uma curva em um ponto A, no caso em que essa curva é o gráfico 
| de uma função. Caso a curva não seja gráfico de função (como por exemplo 
l! No entanto, há casos em que, dependendo do “lado” pelo qual fazemos no caso de uma circunferência ou uma elipse) podemos dividi-la em “pedaços” : 
| o ponto P aproximar-se do ponto A, obtemos uma “reta limite” diferente. É tais que cada pedaço seja gráfico de uma função. 
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Consideremos então no plano cartesiano, um ponto A pertencente a uma Exemplo 


curva y que seja o gráfico de uma função f e a reta t tangente a y em A. Vamos 


a = E E Vamos determinar a e ão da reta 
supor inicialmente que A não seja extremo da curva e que t não seja vertical. js 


tangente ao gráfico da função f(x) =x” 
no ponto A de abscissa 3. Como f(3) =9, 
o ponto A tem ordenada 9 e a equação da 
reta t, tangente ao gráfico em À é: 


y-9=mdx— 3) (1 


Mas, de acordo com a fórmula 10.2, 
temos: 


xY 


+19) jm (3+h)2 — 32 s 
h 


ad pa h h>0 
- 94+6h4+h-9  6h+h2.. 
(Fig. 12) (Fig. 131 a 


As coordenadas de A são a e f(a). Assim, conforme sabemos da Geome- Substituindo em 1 obtemos 


tria Analítica (ver capítulo 4 do volume 6 desta coleção), a equação deté y-9=6(x—-3) ou y=6-9 


Ao tentarmos calcular o limite da 
fórmula 10.2 pode acontecer que obte- 
nhamos resultados diferentes h>0 + 
ch > 0 —; neste caso teremos duas tan- 
gentes laterais distintas (veremos um 
exemplo no exercício 10.7). Pode acon- 
tecer também que o limite da fórmula 10.2 
seja infinito (veremos um exemplo no 
exercício 10.8); quando isso ocorrer, em 
geral a tangente será vertical (como, por 
exemplo, no caso da figura ao lado. (Fig. 14) 


onde m, é o coeficiente angular de t. Portanto, para solucionarmos o problema, 
só nos falta obter m,. Sendo h + 0, consideremos sobre y o ponto P de coor- 
denadas a + h e f(a + h), de modo que os pontos A e P determinam a reta s. 
O coeficiente angular de s é ; 


A ao fla+h-fa) — fla+h)- fa) 
(a+h)-a h 


! Ao fazermos P aproximar-se de A teremos: 


! h tendendo a zero 10.4 — DERIVADA DE UMA FUNÇÃO EM UM PONTO 


| s tendendo a t 


ds m, tendendo a m, Consideremos uma função f definida em uma vizinhança do ponto a. “Ins- 


pirados” na fórmula 10.2 definimos: 


Assim podemos definir m, por 
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Observemos que a definição é dada d do que f'(a) é ficient - 
| a q ud afi stat aro oq (a) FS PE am b) O gráfico da função é uma parábola e o 
gular m, da reta tangente ao gráfico da função no ponto (a; f(a)). | ponto de abscissa | é o ponto A(I; 3). 
Sendo y = f(x), façamos h= Ax=x—a (oux=a+h)e Ay=Af= | A equação da reta t, tangente ao gráfico 
= f(x) — f(a). Com isso, a definição da derivada f'(a) pode ser escrita de outros q em A é 
modos equivalentes: y-3=m(x-1) 
Bio E ) ams 
f'(a) = lim (3) (a) lim lim É m=f(D)=4. 
x» Xx—a Ax>0 Ax ax>0 AX 
; Portanto obtemos 
E, Podemos definir também as derivadas laterais. A derivada à direita e a y-3=4(x-1) 
derivada à esquerda no ponto a são definidas respectivamente por: di 
y=44-1 
“ —> 
| | x | 
E 
I “se esses limites existirem e forem finitos. Portanto, para existir a derivada no 
1! ponto a, devem existir f,(a), f- (a) e devemos ter f.(a) = f- (a) = fa). 
-Dizer que f é derivável no ponto a significa que existe a derivada no ponto a. p 
! Suponhamos que a função f esteja definida em um intervalo fechado [a; b]. 10,2) Sendo f(x) = x”, calcule f'(a) onde a é um número real qualquer. É 
E] Dizer que f é derivável nesse intervalo significa que são verificadas as três con- 
| dições a seguir: Solução 
| E : E q : E fa) = a? 
] 1.º) f é derivável em cada ponto do interior do intervalo; | fla+h=(a+h)=a'+3ah+ 3h? + hº 
| 2) É é derivável à direita no ponto a, isto & existe fi(a); flash fa) (nº + Jah + Jah? 4h) (0º)  3alh + Jah? + 
3.º) 1 é derivável à esquerda no ponto-b, isto é, existe f'(b). . Sn: E: h ã h 
Assim 
» - farhb-fa) Jah + Jah? + hº > 
: | | tipo cp Eae 
M! * Exercícios Resolvidos. | = lim (3a? 4 Jah + hº) = 3a? 
' - ] -0 
! 10.1) Dada a função f(x) = x? + 2x, determine: ] 
l. a) f(1) Compare este exercício com o exercício 6.39b. 
| | b) a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa 1. 142 
TE 10.3) Sendo f(x) = (com x £ 2), calcule f'(4). 
| Solução Rs 
| e 
a, emos 
= +20)=3 unia 
| À MtbD=(L+hP+20+h=h+4h43 4 tt) EB bp 
4-2 2 
Portanto 
FF a ! 4+h+2 6+h 
í Mt AD=h+4M+3)-3)=h+4h gp 
1 a (+ dh) — KI) =( +3)— (3) e f(4 + h) ES di DER 
ssim E 
2 | 6+h 
raiado, MOL AD] = BS a 1 3 A ' = as as; | 
Emp h e tn SA . feat DA ag tg É qem 2 
é ao  h h=0 n-02+h 
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ines: bes ico : E as ' ; ) 


10.4) Dada a função f(x) = x, calcule f'(2). 


Solução 

PES 

Q+h=2+h 

: fe +h)- 12) 

= lin = — 
me CD) =E 
mt mp=1 


Na realidade, é fácil concluir que, neste 
caso, para qualquer a IR teremos f'(a) = 1. 
Graficamente isto significa que a tangente 
em qualquer ponto tem coeficiente angular 
m = 1,0 que já era esperado, pois o gráfico 
de fé a reta bissetriz dos quadrantes ímpares, 
que forma com o eixo Ox um ângulo 6 = 45º, 
e sabemos que m = tg0 = 1. 


10.5) Consideremos a função constante f(x) = 2. Calcule (3). 


Solução 


(3) =2 

3 +h=2 

(3) = Im C+HD-180 0 2-2. 
de RS 


Neste caso é fácil concluir que, para 
qualquer a e IR, teremos f'(a) = 0. Isto sig- 
nifica que em qualquer ponto a reta tangente 
ao gráfico terá coeficiente angular m = Q e 
portanto será paralela ao eixo Ox. Já devia- 
mos esperar isto pois o gráfico de f é uma reta 
paralela ao eixo Ox: 


10.6) Dada a função f(x) = — x, calcule ['(a), onde a é um número real qualquer. 


Solução 


fla) = —a 
DE Dotado fe meg À 


fa+D-fg=(-a-h-(-a)=-h 


” . Harh-fa)  -h 
do 

Neste caso, para qualquer a e IR temos 
f(a) = — 1. Isto significa que em qualquer 
ponto do gráfico, a reta tangente tem coefi- 
ciente angular m = — 1. Este fato já era es- 
perado, pois o gráfico de f é a reta bissetriz 
dos quadrantes pares e forma com o eixo Ox 
um ângulo O = 135º; portanto, seu coefi- 
ciente angular é m= tg = — 1. 
4 


Ay 


Nie gates 


xY 


107) Dada a função f(x) = | x |, determine f'(0). 


Solução 


0)=[0]=0 
fo+h=|0+h|=]h] 


Supondo que f'(0) exista, devemos ter 


ig de 
à-0 h 


10) = lim 


h=0 


fo +10) 
o = 


No entanto esse limite não existe pois os limites laterais são diferentes e, assim, não existe 


(0); mas podemos calcular as derivadas laterais. 
n) Para h>0 + temos h> 0 e [h| = h; assim 
th] 


pede 


b) Para h>0 — temos h <0e|h|=-— h; assim 


aa MIS ra E 
— dh fis = es) 
ij a 


Portanto, no ponto zero não existem «a 
derivada e a reta tangente mas existem as 
derivadas laterais e as tangentes laterais 
tj et; cujos coeficientes angulares são res- 
pectivamente 


m=t(0)=1 


(ver figura). 


e m=f(0)=-1 


10.8) Dada a função f(x) = YX, determine f'(0). 


Solução 


= /0=0 
inda dade =yh 


Se f'(0) existisse, deveríamos ter 


lim 


h=0+ 


Es 
h 


f — RO 
Ge CE Mo) 
h-0 h h=0 h 


xy 
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Ro dh Ear : 
Mas acontece que lim —= = e portanto não existe f'(0). O fato de o limite ser infi- 
à=0 Yh? 


nito, significa que, no ponto zero, a reta tangente ao gráfico da função é vertical, isto é, a reta 
tangente é o próprio eixo dos y e sua equação é x = 0. 


10.9) Dada a função f(x) = «/x, determine f'(a) onde a é um número real qualquer não nulo. 


Solução 


fo = m 1 + h = fa AR — ya 
0 


= lim (b 

Vamos racionalizar o numerador da fração, usando a identidade 
(e pm ray + y)=a — 

Yarh-Ya Jath-ya fer +yarh arg 

h h “Jari 2 + de fardo 


(a + h) — (a) 


“Caern + Era + JO nar + E + ha + Ya?) 


Substituindo em I, temos 


À h I 
F(a) = lim = li = 
sm mo n( A Th) + ar ha + a) no Ya + h7 + Ja + ha + Ja 


I l 
VESES SE 


Compare este exercício com o exercício 6.32h. 


a 10,10) Consideremos a função f(x) = ./x, com x e IR... Calcule f'(a), onde a é um número real qual- 
& quer tal que a > 0. 


Solução 


fla + h) — fi / h = 
Fa) = lim pe - te) =Jim — A a 


Vamos racionalizar o numerador da fração, usando a identidade (x — y)(x + y)=x2— y2. 


a 


ath-va. vVath-va Varh+va (a+h)-a 
h = h CVarh+va hiarhevoo 
= h 
“h(VaFh + a) 


Substituindo em 1, temos 


T'(a) = lim k ) ! 


lim = - 
to pia Fh+ a Cho VER + dE Va+ va 


Compare este exercício com os exercícios 6.16 e 6.39c. 


|(1.11) Consideremos a função dada por 


= 2, para x>3 
mão 


Verifique se existem as derivadas laterais no ponto x = 3. 


Solução y 
Para h > O temos Disse ansis pr 
. | : 
)=2 | 
G+h=2 o Due 
Assim | 
3 x 
18 + b)- 10) a 

Ealgji= O q o 8 

Portanto, existe a derivada à direita no ponto 3 e essa derivada é nula. 

3) =2 
Para h < O temos a Ee 
Assim 
E f3 + h) — 13) + 
(3) = lim AN 
Portanto não existe a derivada à esquerda no ponto 3. 
111,12) Considere as funções f e g dadas por 
I Ú 
2, —. . — 
TETE x*. sen te 1810 e x. sen 7º e RO 
0, sex=0 O, sex=0 
Calcule 
a) 10) b) g'(0) 
Solução À E 
h2.sen— — 0 
ro) = him AO + MD HO), = Peep = lim (n «sem =) 
di h=0 h n=0 h h=0 h 
! Edi ” 
Mas a função seno é limitada, isto é, temos — | < seno < | e portanto o limite acima 


é nulo. Assim, f(0) = 0. (Veja o exercício 4.33) 


! 
hesen — O 


= lim = lim sen 
h=0 h h=0 


b) 80) = 1 


g(0 + h) — g(0) 
im 
o h 


Porém este último limite não existe e assim não existe g'(0). 


Exercícios Propostos 
10.13) Dada a função f(x) = x? — 3x, determine: 
a t(—2 
b) a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa — 2. 
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De acordo com o que vimos no capítulo 5, para mostrar que f é contínua no 
ponto a, devemos mostrar que lim f(x) = f(a). Assim 
10.14) Sendo f(x) = x? + x?, calcule f(a) onde a é um número real qualquer. E 


- ' j | f(x) — f(a 
10.15) Para cada função a seguir, calcule a derivada no ponto a dado. lim fx) = lim Lico) = f(a) + ft] E lim [ + Es a ! (Es oie to | a 


a) fwy=2x; a=-1 dO fw=|x|; a=-4 o) fa) 
b) fx) -—: sa dfy=VHa=s = Jim RE lim (x—a) + fla) = [f'(a)] « [0] + f(a) = f(a) 
9 ft) =x]; a=4 Diy=VÃ-1;a=2 De acordo com este teorema, se a função é derivável num ponto, então ela 


deve ser contínua nesse ponto, isto é, não pode existir a derivada num ponto 
em que a função é descontínua. No entanto, devemos observar que não vale 
o recíproco do teorema: pode acontecer que uma função seja contínua em um 
ponto mas não seja derivável nesse ponto. 


10.16) Consideremos a função dada por 
2 
no = [É para x>1 

—x+2, para x<1l 
Esboce seu gráfico e em seguida determine: 
a) Ea(1) 
b) f.(1) 
c) equação da reta tangente ao gráfico, à direita, no ponto de abscissa 1. 
d) equação da reta tangente ao gráfico, à esquerda, no ponto de abscissa | 


Exemplos 

n) A função f(x) = S/x é contínua e derivável para todo x £ O (veja exerci- 
cio 10.9). No entanto, no ponto x = O a função é continua mas não é de- 
rivável (veja exercício 10.8). : ; 

b) A função f(x) = |x| é contínua no ponto x = 0; no entanto não é derivá- 
vel nesse ponto (veja exercício 10.7). 

«) Consideremos a função f dada por 


10,17) Seja a função dada por 
2 
no = [É para x21 
—x+4, para x<1 


Esboce seu gráfico e em seguida determine: x? . sen ! para x 0 
a 


a) fu(1) b) f(1) f(x) = 
; A 0, para x=0 
10.18) Dada a função f(x) = x — 2 determine: a 
a) f'(2) Conforme vimos no exercício 10.12, esta função é derivável no ponto x = O 


b) equação da reta tangente ao gráfico no ponto de abscissa 2. e portanto ela é contínua nesse ponto. 
d) Seja g a função dada por 1 
x-sen—, para xf0 

g(x) = x 


0, para x=0 


Esta função é contínua no ponto x = 0, pois 


10.5 — CONTINUIDADE E DERIVADA 
» lim g(x) = lim Ê « sen +| = 0 = g(0) 
x>0 x=+0 x 


Teorema 
a No entanto essa função não é derivável no ponto x = O (veja exercício 10.12). 
O teorema apresentado pode ser estendido para o caso em que tratamos 
de derivada lateral e continuidade lateral 
Demonstração 


| é continua à e 


Suponhamos que exista f'(a). Temos então 


Fte) = lim fa +h)— fa) À fim f(x) — f(a) 
- h ca Ra 
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Exemplo 
Consideremos a função f dada por 
toy = E para x>3 
1, para x<3 


Esta função já foi analisada no exercí- 
cio 10.11 e lá vimos que f',(3) = O e que 
não existe f' (3). Assim 


existe f1,(3) = f é contínua à direita no ponto 3 
não existe f (3) => f não é contínua à esquerda no ponto 3 


Também é fácil concluir que 


Exemplo 


Seja a função f(x) = |x|. Já anali- 
samos essa função no exercício 10.7 e lá 
vimos que f,(0) = 1 e f.(0) = — 1. As- 
sim, existem as derivadas laterais no pon- 
to O (embora sejam distintas); portanto 
podemos concluir que f é contínua no 
” ponto 0. 


10.6 — FUNÇÃO DERIVADA 


Consideremos a função f de domínio D e seja D' o conjunto de todos os 
valores dé x para os quais existe f(x). Podemos então definir uma nova fun- 
ção f, cujo domínio é D'.e que a cada xe D' associa f'(x) 
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ESA ria ficas 
xy 


Exemplo 


Consideremos a função f de domínio D = IR, dada por f(x) = x. Nos 
exercícios 10.8 e 10.9 fizemos a análise dessa função e vimos que ela é derivável 
para todo x £ O; assim temos D' = IR*. Vimos também que para todo a + O 


temos f'(a) = ne Portanto, a derivada de f é a função f', de domínio D' = IR*, 


duda por f(x) = 


10.7 — NOTAÇÕES 


Até agora, estamos representando a derivada da função f pelo símbolo f”. 

No entanto, há outros. Sendo y = f(x), os símbolos mais frequentemente usa- 
dos para representar a derivada de f são: 

df dy 


f, DI, —, 


E ao Bo 


A derivada de f no ponto a pode ser representada por: 
df 
dx x=a 


f(a), Dia), 3 Ya 


À 


Capítulo 
Algumas regras de derivação 


11.1 — FUNÇÃO CONSTANTE 


Consideremos a função constante definida por f(x) =k, onde k e IR. Temos. 


| 
| 
| f(x) = tim Á0c+ 1) — TG) = lim K-k 


a) 
h>0 h ho h 


| » Exemplos 


afty=7=f(W=0 bd fy)=-3=f()=0 


| f(x) fix) 
| E 1 x 
4 | -3 
| x 


11.2 — FUNÇÃO POTÊNCIA 


| Seja a função f(x) =x", onde ne IN*. 
TEA “ twy= tim fecho — fe) = lim dethyfox (1 
h+0 h h>0 h 
| Mas, de acordo com a fórmula do Binômio de Newton (ver capítulo 18 do 
| volume 4 desta coleção), temos 
, 


(+hy = Rd RO La neem (S retos ca( a) 
1 2 3 n 
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Substituindo em I, obtemos 


[e E (1) eme é ()ee qria ()m 


0) = lim E 


Exemplos 

a g)=nt => f()=4.xt!=4 

b) fg) =x) > E) = 5x* 

o) (x) = 5xº 

d) (xº) = 6xº 

diy=x=> IW)=1:x=1 

A regra acima foi deduzida para o caso em que n € IN*, No entanto ela vale 
também para ne IR*, desde que estejam satisfeitas as condições de existência. 
Este fato será demonstrado por etapas no item 9 deste capítulo, no capítulo 12 
e no capítulo 13. 


Exemplos 
a fy=1" > [()= —3.x Pl = —3 «x* (para x£0) 
b) fo) =x" > fW)=—5ex"* (para x£0) 
E E s 
o fg)=x" => fo=5 x" E RA (para x>0) 
! E 
d) Seja a função =. onde x + 0. Sabemos que Era *; portanto 
-4 


f(gW)=-—4 RE = 


e) Nos exercícios 10.8 e 10.9 fizemos um estudo da derivada da função 
fx) = x. Agora temos um modo- mais rápido. Observando que Yx=xi8 


temos 

Fito) ação” . sed paia n£O) 
3 E YE. 

3yx i 
f) Seja f(x) = Yx*. Observando que /xº =x? temos 


ge 
fy)=D.x) => 
(x) Fada 3 


g) Consideremos a função fo) =x, com x>0. Temos 
fo) = 2. vt 


11.3 — FUNÇÃO SENO 


Sendo f(x) = Sen x, temos 


f(x+h)— f(x)  sen(x+h)—senx 
eee == lim —— 
h h>+0 h 


PG) = lim (1 


Vamos transformar o numerador em produto (veja capítulo 11 do volume 3 
desta coleção): 
sen(x+h)- senx= FA 2! aê SAPIENS tic CMRE SAR Pas 
À 2 2 2 
Substituindo em T: 


dtariL. cos PRA 
' ' 2 & “-B 
o ja 


Podemos também dar esta regra de modo mais simples 


11.4 — FUNÇÃO COSSENO 


Sendo f(x) = cos x, temos 


. fx+h)—f(x)  cos(x+h)-cosx 
"(O) = 0" = DD — 1 
RD hr” Oo Ã q 
Transformemos o numerador em produto 


cos (x + h) — cos x o sen XE TÊ A, sen HA. 


2 sen E pedi Es 
21 (a 2) 


Substituindo em 1 


PE Ma 
—2 sen À era Se 


a = m 


= 
= — limsen[x +— 
h>0 & 


11.5 — DERIVADA DE f(x) = k - g(x) 


Sendo g uma função derivável, consideremos a função f dada por 


fl) = k - gl) 


Ra me ci tema 


onde k é um número real. Temos então: 


ft) = tim et to tim É ein et) 


h>0 


Sendo f(x) = u(x) + v(x), temos ( 


= tee tim EE) — 26) 


| ir =k-g'(x) = = 
, a56 h ho) = im LED gy Dot) vet] [0604 VÓ] 
| h-0 h h>0 h 
) Assim = tim [80% + h) — Go] + [vc +) — voo] 
h+0 h 
ou, de modo mais simples, Ni a O e. Ji EE = O qr vio) 
h>0 h>0 
Esta regra pode ser ampliada para o caso em que temos mais de duas funções. 
Assim, por exemplo, se u, v e w são funções deriváveis, temos 
(utvtw =u' +v + w 
Exemplos Por um caminho semelhante ao seguido acima, podemos demonstrar que 
| a) flx)=S.senx > f(x) =5(senx) = 5.cosx 


b) f(x) = 4x > f(g) = 4(x*) = 4(3x2) = 12x? 
JfO)=2x = fM)=2m=2(1)=2 
Dy=-x>f(g)=-1 


8 fo) = 1,/X > (6) = 1/0 = 7. (xy = Tel oy-un RE Exemplos 
2 a) fx) =x) + senx > f(x) = 3x? + cosx 
D (7:cosx)'=7-(cosx)'=7(-senx)= —7senx e dido ss abr as Ns 
ulx) + v(x) um) + vm) 


biy=r+xv+kK=> = +R+4 

Jd fy=x+5x+7>f(mM)=A+s 

d) fx) = 5xº — senx > f(x) = 5(3x?) — cosx = 15x? — cos x 
e) (cosx+x*) = (cosx) + (x) = —senx + 5x* 


| & 


- 11.6 — DERIVADA DA SOMA 


Sendo u e v funções deriváveis num ponto x, vale a seguinte regra 


Exercícios Resolvidos 


11.1) Dê as derivadas das seguintes funções: 


afwy=8 e) fe) = 
1 
= xº sistem 
b fg) =x Dfg)= E 
c) f(x) = x £) f(x) = senx 
d) Ex) qua h) f(x) = cos x 
x 
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Solução 

a) a função é constante e assim [(x)=0 
b) (e) =9.x* 

dfy=x=>f(M)=1 


1 
D)=5=03= =-SexSt=-s.x8 


3 
e) Temos f(x) = 4% = x*; assim 
3 
O Sal 
Pipa * aê 
o 4 4 
2 


é. Portanto: 


£) (sen x) = cosx 
b) (cosx) = —senx 


11.2) Dê as derivadas das seguintes funções: 
a) f(x) = 9 «sen x 
b) f(x) = 8xé 


e) f(x) =x" + senx 
f) f(x) = cosx — 6xº 


5 
-0) f(x) a 
d) fo) = 1YK 
Solução 


a) (9senx)' = 9 (sen x) = 9cosx* 
b) (8x) = B(xº) = 8(5x*) = 40xº 


8 fx)= 5x — 4x2 + 8x + 10 


h) f(x) =3senx — Tcosx + 4x) 


e) f(x) -5 = 5x2, Portanto 


(x) = (8) = 542) = 5(=2x2"1) = so 
x 


al 
dy) =7:Yx=7:x?. Portanto 
o 


4 7 La 
o=00y=1(5:0 
e) (x! +senx) = (x?) + (sen x) = 7xº + cosx 
1) (cosx— 6x) = (cos x) — (6x7 = (— senx) — (6-3. x2)= —senx — 18x? 
8) (5xº — 4x2 + 8x + 10) = (5x?) — (4x2) + (8x) + (10) = 
=5.3%-4.2x+8+0=15X2 —-8x+8 

h) Bsenx—7cosx+4x*) =(3senx)' — (T cos x) + (4x3) = 

=(3cosx) — [7(— sen x)] + (4. 3x))= 

=3cosx+7senx + I2x? 


À 


A 


N 
111.3) Sendo =, dê a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa 2. 
N x 
À Solução 
1 
Sendo ie. temos = e, portanto, o ponto de tangência é o ponto (as 5. 
x 


im, a reta tangente tem equação 


y-5=mG-D 0) 


=1 
onde:m = f(2). Derivando a função f obtemos FO= donde tiramos que 


N 


Substituindo em (1) obtemos y -+ = -— (x — 2) ou, simplificando, y = — E + 1. 


11.4) Consideremos a reta s de equação y = 6x — 24, Determine a equação da reta t que é paralela à 
reta s e é tangente ao gráfico da função f(x) = x? 


Solução 
A reta s cuja equação é y = 6x — 24 tem coeficiente angular m, = 6, sendo m, o coeficiente 
angular da reta t, devemos ter 


m=m =6 
pois as retas s e t são paralelas. Por outro lado devemos ter 
m, = f(x) = 2x 


Portanto temos 2x = 6, donde tiramos x = 3, isto é, o ponto de tangência tem abscissa x = 3. 
Como f(3)=9, o ponto de tangência é (3;9). Assim, a equação de t é 
y—-9=m(x-3) 
ou 
a y-9=6(x-3) 
ou ainda 
y=6-9 


11.5) Sendo f(x) = sen x, dê a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa x ==. 


Solução 
us ml 


, ! 
Se f(x) = sen x, een Audi ; E 
(x) = sen x, então (5) sen g Z Assim, o ponto de tangência é (5 5) 


e, supondo que a reta tangente não seja vertical, sua equação é 


n 
onde m=Tf (E). Mas f'(x)=cos x e, portanto, m = f' E) = cost 3 Substituindo em 
(1) temos é ê ê 


As 


11.6) Dada a função f(x) = — 2x? + 4x, determine a equação da reta t que é tangente ao 
ponto de abscissa x= 1. 


Solução 


Sendo f(x) = — 2x? + 4x, temos f(1)= —2(1)2 + 4(1)=2. Assim, o ponto de tang 


A(1;2). Supondo que a reta t não seja vertical, sua equação é 
y-2=m(«=-1) (D 
onde m= f(1). Temos, então, 
fQ)=(-222+4x)] = — 4x +4 
e assim: m=f(1)=—4(1)+4=0. 


Isto quer dizer a reta té horizontal e sua 
equação é (fazendo m = na equação 1) 


y-2=0 


YA 


ou 
j=2 
Na figura vemos representado o grá- 
fico de f (que é uma parábola) e a reta t, O 
ponto de tangência é o vértice da parábola. 


11.7) Sendo f(x)=|x |, determine f'(x). 


Solução 


| Parax>0 temos |x|=x, portanto, 
f(x) = (x)' = 1. Daí tiramos que (0) = | (já 
haviámos concluído isto no exercício 10.7). 
Para x <0 temos |x|=—x e, por- 
tanto, f(x)=(—x)'=—1. Daí tiramos que 
f(O)=-1. : 
Como f',(0) + f' (0) não existe 1'(0), 
isto é, a função f não é derivável no ponto 
x=0. + 
Temos então 
ro) =| 1, para x>0 
—l, para x<0 
ou, de modo mais conciso, 


gráfico no 


11.8) Dê a derivada da função f(x)=x«|x|. 


| solução 

Para x>0 temos |x|=x e portanto 
N f)=a x=w 
“donde 


F()=2x. 


Daí tiramos que f,(0) = 2(0) = 0. 
“Para x <0 temos |x|=—x e assim 
fm) =x—x) = —x? 


donde 
Fe) = —2x 


Daí tiramos que f' (0)= — 2(0)=0. 
Portanto, temos f',(0) =" (0) =0. Isto 

significa que f é derivável no ponto x=0 e 

que f(0)j=0. Podemos então dizer, que no 

ponto x=0 a reta tangente é o eixo x. 
Em resumo: 


2x, 0 
rt) -[ para x> 
—2x, para x<0 


ou, de modo mais conciso, 
ft) =|2| 


-1 


11.9) Determine a função polinomial y = f(x) que satisfaz a condição 
y+ry=2m+5k+4 


Solução 
Como a soma y + y' é de grau 2 concluímos que o polinômio y é de grau 2. Assim 
y=ax +bx+c 
onde a, b e e são constantes, com a 0. Portanto temos 
yi= Das 
e, de acordo com a condição do enunciado: 
y+y=27"+5+4 
(ax2+bx+c) + (Zax+b)= 2X + 5x +4 
a? + (Qa+bx+(bry)=22+5x+4 


a=2 
Por identidade de polinômios temos 424 +b=5 
e b+c=4 


Resolvendo o sistema obtemos: a=2, b=1 e c=3. Assim o polinômio procurado é 


y=2m+1+3. 


11.10) Sejam f e g duas funções deriváveis, tais que, para todo x, 
21(x) +3g(x) = l4x + 4 
Sabendo que f(1)= 6 e f(2)= 13, calcule g(1) e g'(2). 


|1,17) Seja f(x) =xº — 6x2 + 12x — 3. Determine a equação da reta que é tangente ao gráfico de f no 
ponto de abscissa x =2. 


11,18) Dê as derivadas das funções: 
a) fog) =x*+|x] o) fo) =|x-3] 
b) f(x) = x2.|x]| df) =(x—3)-|x—3] 


Solução 


2H) +36) = 142 +44 (1 
Fazendo x=1 na equação (1), obtemos f 
HD +3gD=14(10)+4 


11.19) Seja t a reta tangente ao gráfico da função f(x) = sen x no ponto de abscissa a. Mostre que, se t 
passa pela origem, então a=tga. 


isto é 


11.20) Sendo f(x)=x", com ne IN*, resolva a equação f(x) = f'(x). 
A) +3-g(l)= 8 


gerido 11.21) Determine a função polinomial y = f(x) que satisfaz a condição 
(1) = 2. 
Derivando os dois membros da equação (1) obtemos 
280) +3g(x)=14 (1) 
Fazendo x=2 na equação (II) obtemos 


210) +3g'(0)= 14 


yeyi=2 + 6% + 10x+ 6 


11.22) Suponha que o gráfico da função f(x) =x? + bx + c tem uma reta tangente no ponto (0; 1) cujo 
coeficiente angular é igual a 2. Determine os valores de b e e. 


11.23) Determine as constantes a, b e e sabendo que f(x)=ax? + bx +c, O)=4, MD)=2ef(D)=1. 
isto é 


11.24) Sejam f e g duas funções deriváveis tais que, para todo x, 
31x) — g(x) =x? — 10x + 8 
Sabendo que f(2)= — 1 e [(3) = 3, calcule g(2) e g'(3). 


213) + 3 g'(2) = 14 
donde 


g(2) = —4 


Exercícios Propostos 


11.11) Dê as derivadas das seguintes funções: 
a) fi) = 43 D fo) = 77 » 0) == 11.7 — DERIVADA DO PRODUTO 
BR ) = b fo) = 5/7 d funções derivávei t | , 
A SJ t)=* 8 = Je x) = 5,/x Sendo u e v funções deriváveis num ponto x, vale a regra: R 
4 a ty=+ b) fo) = é Di) = 


; À o fix) = x -DW)=4-senx 5) f(x) = 23 


11,12) Derive as seguintes funções: 
a f)=4- 6 -7%x+9 
b) f(x) = xº + 2senx — 3 cos x 


x x) x? 3senx Podemos enunciar a regra de modo mais condensado: 
c) f(x) e Ps ir ER 


- 


11.13) Determine a equação da reta tangente ao gráfico da função f(x) = xº no ponto de abscissa x = 2. 


, 11.14) Seja sa reta de equação y = 6x + 7. Determine a equação da reta que é perpendicular a s e tan- 
gente ao gráfico da função f(x) =./x. 


Demonstração 
11.15) Para qual ponto da curva y=x* o coeficiente angular da reta tangente é igual a 12? caça 
Em primeiro lugar observemos que 


flx+h) — f(x) = u(x+h) - v(x+h) — u(x) + v(x) = 
= (u(x+h)— u(x) ev(x + h) + u(x) + fv(x + h)— v(x)) 


11.16) Sendo f(x) = 3sen x+ 5 cos x, determine a equação da reta tangente ao gráfico de fno ponto 
de abscissa x = i 
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Assim 


ro = lim fla + h =) 


fu(x + h)— u(o)) + v(x+h) + u(x) é (v(x + h)— v(x)) A 


am h 
= fim ME = O, unos my 4 tim toa lim E 
h>0 h h>0 h>0 h>0 h 


= u'(x) + v(x) + u(x) + v'(x) 


Exemplos 
a) f(x) = (x)) » (sen x) => f(x) = (3x?) » (sen x) + (x?) » (cos x) 
ed Cngmnçd + 


mad Seyet Asenat 
um) va) vo VD + um) + vt 


b) (x* « cosx) = (xº) » (cos x) + (xº) « (cos x) = (5x*) « cosx + x(— sen x) = 
=5xºcosx — xº senx 


A regra que acabamos de deduzir pode ser ampliada para os casos em que 
temos o produto de mais de duas funções. Assim, por exemplo, sendo u, v, we z 
funções deriváveis, temos 


Exemplo 
Sendo f(x) =x? + sen x + cos x, temos 
f(x) = (x). senxecosx+x?. (senx) .cosx + x2?.senx «cosx) = 
=2x-senxcosx+x?.cosxecosx + x?-senxe(—senx)= 
=2x-senx.cosx+x>.cos?x— x2 sen? x 


11.8 — DERIVADA DO QUOCIENTE 


Sejam u e v funções deriváveis no ponto x, com v(x) + O. Vale então a regra: 


que pode ser enunciada de modo mais condensado: 


Demonstração 
Em primeiro lugar observemos que 
u(x+h) O) u(x-+h) e v(x)— u(x) + v(x 4h) E 
ver) vê) vlx +) + v(x) 
— u(x+h)= um) + vi) — u(x) + tv(x ++ bh) — v(x)) 
a v(x+h) v(x) 


flx + h) — f(x) = 


Assim 
f(x) = lim x + h) — fo) 5 
h=0 h 


tule + bh) — u(x)) + v(x)— (x) + tule dh) — 6) À 


E: hev(x+h)- ví(x) 
| pre + a ato bi = tibia [e + o "o 
= pa v(x+h) » v(x) i = 
A e — ni e 
[voo]? 
Exemplos 
sen x 


a) Seja f(x) =———, com x 0. Temos, então 
x 


(senx) .x)—senx- (x*)  (cosx). x) —senx « (3x?) 
Fog) = (7 o xº 


x*cosx— 3 sen x 


x 


l 
b) Consideremos a função f(x) =—, com x + 0. Temos 
x 


ex (De (x) 0:x)- 3X —3xX 0 —3 
(x)? xº xº x* 


Fx) 
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11.9 — FUNÇÃO POTÊNCIA DE EXPOENTE INTEIRO 


Já sabemos que, sendo ne IN*, 
(W)=ne w-! 


Consideremos agora a função f(x) = x”, onde p é um número inteiro negativo, 
isto é, p= —n, com neIN*. Assim: 


fOgj= R= 8º 


Aplicando a regra da derivada do quociente, temos 


ft) =(: CD ea = 


x (jr x” 


=-negti-n sc nextl=pex! 


Portanto peZ* 


11.10 — FUNÇÕES TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E 
COSSECANTE 


Já sabemos como derivar as funções seno e cosseno. Com o auxílio da regra 
- da derivada do quociente podemos obter as derivadas das funções tangente, 
: cotangente, secante e cossecante. Para isso, basta lembrar que 


1 
e cossecx = 
x sen x 


a) Função tangente 


Senda. f(x) = tg x, temos 


f(x) (= 5) (sen x) + cosx— sen x » (cos x)" 


cos x (cos x)? 
(cosx)- cosx— senx(—senx) cos? x+sen? x 


cos? x cos? x 


Deixamos a demonstração deste caso como exercício. 
c) Função secante 
Se f(x) = sec x, temos 


Pi) = 1 | (-cosx—(1)- (cosx)” (0)ecosx— 1» (-senx) | 
em ) e (cos x)? = cos? x poa 


Deixamos a demonstração deste caso como exercício. 


Exercícios Resolvidos 


11.25) Dê as derivadas das seguintes funções: - 


a) f(x) = (xº+x2) e senx d) f(x) =x*esenx-tgx 


b) fo) = —s 9 ft) = e 
ai De = GI 


Solução 
a) E) = (+22) esenx + 0 +x2) e (sen x) = (3x2 +2x) e senx + (x? + x?) «cos x 
(cos x) -xt—cosx+ (xy (-senx)-xº—cosx» (4x) — 


"e Ed = 


—x*.senx—4x)ecosx  —xesenx—4cosx 


= 
Ea e 


AQ +D— (1) (+17 0 (+ (x) —2x 


et po= Er? = qro Cry 


DP riy)=(x)-senx-tgx+x)- (senx) «tgx+x!*-senx- (tg x) = 
=3x?.senx-tgx+x e cosxetgx+x'esenxesecix= 
posto 


senx 
=3x.senxetgx+x'. senx+x' e senx + sec? x 
(sen x « cos x) + x? — (sen x + cos x) » (x*) 

(6 


Porém, (sen x * cosx)' = (senx)'+ cosx + senx- (cos x)' = 


e) f(x) = 1 


=cosx.cosx + senx(—senx) = cos? x — sen? x 


Substituindo em (1): 


(cos? x — sen? x) + x? — (sen x + cos x) + 3x2 
E = 
x 


tt) = 


— (cos? x— sen? x) « x— (sen x + cos x) + 3 


xº 


(1) « (sen x cos x) — (1) » (sen x cos x)' 
(sen x + cos x)? 


D fg) = (1 


Mas, conforme vimos acima, 

(senx* cos x) = cos? x — sen? x 

Assim, substituindo em (1): 

0. (sen x + cos x) — (cos? x — sen? x) = sen? x— cos? x 


Fx) = = 
sen? x + cos? x sen? x « cos? x 


11.26) Calcule a soma S,=1+2x+3xX2 + 4 +... +meo!, 


Solução 


As parcelas dessa soma formam uma progressão aritmético — geométrica, a qual foi estudada 
por nós no capítulo 6 do volume 2 desta coleção. Assim, poderiamos calcular S, pelo processo 
lá estudado; no entanto há um outro processo usando derivadas. 

Considerando a função 


)=x+rdsrxtr + 
é fácil perceber que S, = f'(x). Observemos também que a segiiência 
(565 A SUR ci) 
é uma progressão geométrica (PG) de razão x. Assim, usando a fórmula da soma dos termos de 
uma PG, temos 


f)=x +02 +80 +xt+.. —>——  (parax&l) 


Póttadto 4 
ma (RS (== = (eti=9- =! 
s=10=( x=1 ) = K=1) ci 


” [n+ 1x =1]- (>) — (e+! >) (1) da net (n+W + 
E («17 ; vá (1? 


O cálculo que fizemos foi para xf1. Se x=1 temos 
S=1+2+3+4+..+n 


isto é, temos a soma dos termos de uma progressão aritmética: 


—Q+mm 
a 
Exercícios Propostos 
11.27) Dê as derivadas E seguintes funções: 
Ú x +3 
=x. - —— 
a) f(x) = x? . senx 9 f(x) ER rã EE 


b) f(x) = x* e senx e cosx E) f(x) = tgx + cotgx. 


2 

e) fx) = = = h) f(x) = secx + cossec x 
3 

d) f(x) = 7 fg) =x tgx 

e) fix) = PD f(x) = x? + 7secx 


11.28) Sendo f(x) =x? + sen x, dê a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa x 5. 


11.29) Sendo y = f(x) = EC determine y'. 


11.11 — FUNÇÃO EXPONENCIAL 


Consideremos a função exponencial f(x) = a*, com aeIR$ e a 1. Temos 


nes : Kah 1 
Ho) = fim f(x + h) — f(x) à Jia a“(a ) E 
h>0 h 
= lima. mé di (D 
h>0 h>0 
: ; sm pes 
Mas, conforme vimos no capítulo 9, temos lim —— = In a. Substituindo 
em (1): : ho h 


f(x) = at ina 


Assim 


| Um caso particular importante é aquele em que a base é o número e. 


| W)=e>fW=E.ne-e 


11.12 — FUNÇÃO LOGARITMO 


Consideremos inicialmente a função logaritmo de base e 


f(x) = log. x=Inx (onde x>0) 
m (X+h 
, farto  In(x+h)-lInx x 
fg) =lim —— > = =lm—— + = 
ho  h h>0 h h>0 h 


(+) 


|] 

T= 

E] 

| 

5 
é 

e E 

+ 
=*|=> 
== 

H 

B 


& dh 
x 


> e 
Substituindo em (1) obtemos: 


+ ! 
fg) = In (e*) = Ei 


Portanto 


À “Consideremos agora o caso da função logaritmo de base a qualquer, com 
aclR$ cal: 


. f(x) = log, x (onde x> 0) 
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log;x Inx 1 
= ms = «Inx 
Mo) = de na Ina 
1 É as. cell fes Ma 
Assim ro = (rena) = 557 (= E 


Portanto 


Exercícios Resolvidos 


11.30) Dê as derivadas das seguintes funções: 
8) f(x) = log, xº 


a fi) = is Ei É 
db) fo) = e fg) =Inx h) f(x) = log, x 
o f(x) = 7 1) f(x) = log; x 

Solução 

a 6y=SIns 

d) (= 


o) fix) = 7 = (Py = 49, Portanto: f(x) =49* - In 49 
d) o) =3244=32.38 = (3). 3t=9". 81. Portanto: F()=81 + (9) =81 ++ In 9. 


e) (nx) = + 


D log x) =3 


g) f(x) = log x) = 3 - log; x. Portanto: 


1 3 
fe) = (log x) =3-(0g 2%) =3. q = in Z 


h) fix) = log, x* = 4- log, |x|. Portanto: 


1 4 
fa) = (4og; |x| = 4: (og |x| =4-—— 5 =2 


Exercícios Propostos 

11.31) Derive as funções: 
a) fi) = 4º d) f(x) = 2º 8) f(x) = logs x 
b fg) =e sJfw=Inx “h) fx) = log, xº 
e) fa) = 3º 9 fo) =Infx| i) fx) = log, nº 


11.32) Dê as derivadas das seguintes funções: 
a) f(x) = 4. senx 


c) f(x) = (5x?) (sen x) (ln x) 


11.13 — TABELA DE DERIVADAS 
Neste ponto é conveniente fazermos um resumo das regras de derivação 
vistas até agora. Na tabela a seguir, supomos que: 


ke a são constantes; 
u, ve w são funções deriváveis num mesmo ponto x. 


log, | x | 


u +v sen x 


u'v + uv” cos x 


u'vw + uv'w + uvw tgx 


u'v— uv! 
—— cotg x 


sec x 


— cossec x « cotg x 
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11.14 — DERIVADA DE UM DETERMINANTE 


Seja F(x) o determinante de uma matriz de ordem n cujos elementos são 
funções deriváveis num mesmo ponto x. Pode-se demonstrar que F'(x) é igual 
à soma de m determinantes, obtidos trocando-se sucessivamente cada linha (ou 
cada coluna) da matriz por sua derivada. 


a) Seja F(x) = | fo) eb) - Derivando as linhas temos: 
u(x) víx) 
Fwy= FG) gx) fo)  g(x) 
u(x) - v(x) u(x) víx) 


Podemos também obter F'(x) derivando as colunas de F: 


Py=|"O se fe) gt) 
u'(x)  v(x) u(x)  v(x) 
fx) u(x) ríx) 
b) Seja F(x) = |g(x) v(x) s(x)|. Derivando as colunas temos: 
h(x) wíx) t(x) 
FG) u(x)  r(x) fo) u(x) rx) fe) um) re) 
FO=|e vo) sm] +|26) ve) st) + [gt vi) sx) 
ht) w(x) t(x) ho) wix) têx) hxs) wíx) t'(x) 


11.15 — DERIVADAS SUCESSIVAS 


Sendo f(x) uma função derivável, podemos indicar sua derivada por f'(x). 
Suponhamos que f(x) seja derivável. Nesse caso, a derivada de f(x) é in- 
dicada por f(x) cé chamada derivada segunda ou derivada de ordem.2 da função f. 
Aí, podemos dizer que f(x) é a derivada primeira ou derivada de ordem 1 da fun- 


f. 

Se f"(x) for derivável, sua derivada será indicada por f(x) e será chamada 
derivada terceira ou derivada de ordem 3 da função f; e assim por diante. 

Sendo y = f(x), há vários modos de representar as derivadas sucessivas: 


dy 
fo) =y=y =yd= O 
(x) ()=y =y j 
d?y 

r( =y=y” =yo=O) 
(x) (0) =y y FEZ 
ã d? 

E") = 196) = y" = yt ES 


etc. 
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Exemplo 
Sendo f(x) = 5x? temos: 


FG = 15% 
fx) = 30x 
f"() = 30 
rr) =0 


Exercícios Resolvidos 


5 
11.32) Sendo Feo-| | calcule F'(x) 
4x 5 
Solução 
1.º modo De acordo com o que vimos no item 11.14, temos 
F() = q, é a iq)! [3 é x 2x * 
(am 5 4x (57 4.5 4 0 


= [(3x2).+ (5) — (4) + (x2)] + [60º) + (0) — (40) (23)] = 
= [15x2 — 4x2] + [—8x2] = 3x? 


2.º modo Podemos primeiramente desenvolver o determinante F(x) para depois obtermos 
sua derivada. Assim 


Fo=|2 C-ay0- = sé -at =x 
“la s]” SR Re PR dy 
Portanto F'(x) = (x) = 3x2 


11.33) Sendo f(x) = 5 sen x, determine f"(x). 


Solução 
f(x) = Ssenx = f(x) = (5senx)'= S(senx)' = 5. cosx 


f(x) = (5 cos x)' = S(cosx)' = S(=senx) = —5sen x 


Exercícios Propostos 


11.34) Dê as derivadas das seguintes funções: 


a) Fl) = 


x o 


3 4-1 1h3x% 
Rd 1+x? 


x2+3 2x 
l=-x x 


b) F(x) = 


senx 5x? 


11.35) Sendo F() =| ol: o 


+ determine F'(x). 


11.36) Dadas as funções f(x) = xt— 2x) + 5x2 —-2x+7 e g(x)=3senx+cosx, determine: 
a) f(x) o) f(x) e) g'(x) 
b) f(x) d) f(x) D e) 


11.37) Consideremos a função f(x) = a sen x + b cos x, onde a e b são constantes. Determine f(x) + f"(x). 
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Capítulo 


Derivada de uma função 


composta 


12.1 — INTRODUÇÃO 


Embora já saibamos derivar vários tipos de funções, há ainda muitas fun- 
ções usuais para as quais não temos regras de derivação (a não ser a própria 
definição). Por exemplo, temos regra para derivar a função f(x) = sen x, mas 
já não temos regra para derivar a função g(x) = sen x); com as ferramentas' 
de que dispomos até agora, se quiséssemos obter g'(x), teríamos que usar a de- 
finição de derivada, o que seria muito trabalhoso. 

Veremos a seguir uma regra, chamada regra da cadeia, que nos ajudará 
a obter a derivada de uma função qualquer, desde que essa função possa ser 
interpretada como a composta de outras funções que saibamos derivar. 


12.2 — REGRA DA CADEIA 

Consideremos uma função G dada 
por u = G(x) e uma função F dada por 
y = F(u). Suponhamos que exista a com- 
posta de F e G, indicada por f, isto é, 
f(x) = (Fo G)(x). 


y = f(x) = (F< G)(x) = F(G09) = Flu) 


Conforme demonstraremos no item seguinte, a regra da cadeia estabelece que 


desde que as derivadas existam. Usando uma outra notação (vista no capítulo 10) 
temos 
dy du 


O rj aged 


f(x) =——, 
bx) dx du dx 
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Assim, a regra da cadeia pode também ser enunciada do seguinte modo: f H(). v=G(u), u=F(x) 
y = fx) 


Exemplos 
a) Seja a função f dada por y = f(x) = sen x?. Fazendo u = x? temos Exemplo 
y=senu e u=x Sendo y = f(x) = (sen xº)º, determinemos f(x). Fazendo 


DP =cosu e a ag y=v, v=senu e u=x 
du dx 


Assim, de acordo com a regra da cadeia: 
* (3x2) = (cos x?) « (3x?) 


f(x) = sen xº. d 
f(x) = (cos x?) + (3x?) i=— o = (5v*) » (cos u) - (3x?) = 
b) Seja y = f(x) = (sen x)*. Fazendo senx = u temos = [5 » (sen u)*] » [cos x*] + [3x7] = 
y=u* e u=senx = [5 » (sen xº)*] + [cos x)] + [3x7] = 
donde, = (5 «sent x?) « (cos x?) + (3x2) = 15x?» (sen? x?) « (cos x?) 
f(x) = (sen x*)º 
f(x) = 5 * (sen x)? + (cos x?) + (3x?) 


Resumindo: À 


Resumindo: À 


ga DE qu Bi a (3u?) « (cos x) = 3 - (sen x)? «cosx = 
x du dx 


=3-sen?x-cosx 


12.1) Obtenha as derivadas das seguintes funções: 
a) fx) = (sen x)! d) fix) = (8º +23)? 8) ft) = senx 
à f(x) = (sen x)? b) fix) = (sen x)? e) fl) = (logs x)º h) fe) = Ycos7x 
Resumindo: A o fio 1) cegos É o) ft) = (cos x)º D fo) = (tem? D fo) = HF 


Solução 
A regra da cadeia pode ser estendida a) Fazendo y = f(x) = (senx)' e senx = u, temos 
para os casos em que temos a composi- y=u” e u=senx 
ção de mais de duas funções. Considere- N É dando 
mos, por exemplo, o caso em que a fun- 
ção f é a composta de três funções: 
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| Assim Assim 


d dy d dy dy du 
f() = = = J — = (Tu) - (cosx) ='7 - (sen x)º «cos x f(x) = E = (cos u) (4x?) = (cos x*) (4x?) 
| A f(x) = (sen x)? Poderíamos não ter usado a variável u e derivado diretamente 
| Resumindo: | , 
f(x) =7-(senx) -cosx f(x/ = sen x* 
| T'(x) = (cos x*) « (x*) = (cos x*) + (4xº) 


| Quando já dominamos a regra, podemos deixar de usar a variável u e derivar diretamente: 
, b) f(x) = sen x* 
:m di = (sen x)? f(x) = (cos xº) « (x*) = (cos xº) « (5x*) 
f(x) = 7 + (sen x)º + (sen x) = 7 + (sen x)é + (cos x) c) f(x) = cos (x? + 5x2) 
f(x) = [— sen (x + 5x2)] + (x? + 5x?) = [— sen (xº + 5x2)] «(3x2 + 10x) = 
— 3x? — 10x) + sen (xº + 5x?) 


b) f(x) = (sen x)? 
(x) =9 (sen x)º « (senx) = 9» (senx)º «cosx = 9 «senfx.cosx 


e) f(x) = (cos x)º 


d) f(x) = sen (cos x) 


f'(x) = [cos (cos x)] » (cos x)” = cos (cos x) « (— sen x) = — sen x + cos (cos x) 
| f(x) = 6 + (cos x)º « (cosx)' = 6 + (cosx)*(— senx) = — 6 «cos? x «sen x ! 
à vis j eo fx) =In (x + 4x?) 
| DA sado E 3 2 3 2 2 l 3 2 3x2 + 8x IK+8 
| (O =8(0 +27 (xº + x2)]=8.(xº + x?) (3x2 + 2x) =" += RI 


e) fix) = (logs )º D tt) = 524% 
| | PO) = + (log; x)* + (loga x = 5 » (logs x)* + ; fo) = [8 5] (+ x] = Sem Se (2x + 7) 


x*In3 
, D fo) = (tg x? 12.3) Obtenha as derivadas das seguintes funções: 
| MO) =3-(tg x) (gx) = 3. (tg x)? e(sec?x) = 3 «tg? x «sec x a) f(x)= sen 2x b) f(x) = logs xº é) 10) = 5% 
g) f(x) = Ysenx = (sen x)'º Solução 
. ; ” 
|| f(x) -+ "(sen x)? ú -(senx) = pa « (sen x» 3 «cosx = E, ; a) 1.º modo Usemos a regra da cadeia 
| 3 3 sen? x À , 
g ' f(x) = sen2x = f(x) = (cos 2x) + (2x)' = 2 + cos 2x 
| h) fg) = YcosTx = (cos x?! | , : 
l ? En 2 Ea = Penrê 2.º modo Poderíamos lembrar que 
IN O) =" (cos x)5 «(cosx) => (cosx) 3 «(—-senx)=——*D ' =” 
| 3 3. Scosx (x) = sen2x = 2. senx + cosx 
& D fo) = é + 5x2 = (xº + 5x3)! e usar a regra da derivada do produto * 
i 2 
| + f(x) = 3 (8 + 5x3 (at + 5x) = 3 (x! + 5x2) 3 (4x + 10) = f(x) = 2 [(sen x) + cosx + sen x « (cos x)] = 
sé + 10 , = 2 [cosx+cosx + senx(— senx)] = 
JR a o =2[cos?x — sen?x]=2.cos2x 
|| ERR ia 
| cos 2x 
. Pá de i 
| 12.2) Determine as derivadas das seguintes funções: . 5 E pio JBC 1 Fela dia Cada ratos 
2 
a) f(x) » sen x* d) f(x) = sen (cos x) f(x) = logs x => f(x) = ] (y = éiá e é 
b) f(x) = sen xº fi) =In (x + 4x?) E x.In 5 sein 5 meln 5 
o) f(x) = cos (x? + 5x2) D f(x) = 58 *7% 2.º modo Podemos observar que 
h. 
| Solução f(x) = logs xº = 3. logs x 
a) Fazendo y = f(x) = senxº e x* =, temos e assim, sem usar a regra da cadeia 
3 
3 = senus é qe=aê Fx) = 3 (logs x) = 3.+— KT In 5 
donde, 
mo d ”: | e) 1.º modo Usando a regra da cadeia 
y u 
am = MES ai W="" = W=5SFns(m=5M.InS.(D=2(n 5) 5» 
| 220 q | ê 221 


2.º modo Observando que 
fix) = 52 = (5 
podemos obter f'(x) sem usar a regra da cadeia 
f(x) =(5SP.Ins2=5*.(2).In 5 


12.4) Dê as derivadas das seguintes funções 


a) f(x) = sen* x* b) em Ze 


Solução 
a) Sendo y = f(x) = senº x* = (sen xº)º, façamos 
y=v, v=senu, u=x* 


Assim 


Portanto 
f(x) = & = < £ = (6 vº) » (cos u) + (4x?) = 
n = (6 + sen u) « (cos x?) » (4x*) = (6 » senº x*) (cos x*) (4x*) = 
= 24x?» (senº x*) « (cos x*) 
Poderíamos ter derivado diretamente, sem usar as variáveis u e v: 
f(x) = (senx*)º > Px) = 6+ (senx*) e (senx*)  (D) 
Mas: 
(sen x*) = (cos x*) « (x*)' = (cos x*) (4x?) 
Substituindo em (1): 
f(x) = 6 (sen x*)º + (cos x*) « (4x?) = 24xº (sen” x*) (cos x*) 


b) Sendo y = f(x) = est? +5m, façamos: 


y=e, v=senu, u=x)+5x 


Assim 


Portanto 
f(x) dedo ao AG RE O (e) + (cosu) + (2x + 5) = 
= (e*"v) . [cos (x? + 5x)] - (2x + 5) = 
= (2x + 5). cos (x? + 5x) « et (t+ 5%) 


Poderíamos ter derivado diretamente, sem o uso das variáveis u e v: 
f(x) = em ttso — px) = esmieso. [eng + 50] (D) 
Mas A 
[sen (x? + 5x)]' = [cos (x? + 5x)] + [x? + 5x]! = [cos (x? + 5x)] [2x + 5] 
Substituindo em (1): 
f(x) = er tt +80, [cos (x? + 5x)] « [2x + 5] 


" E bg x-1 
12,5) Dê a derivada da função f(x) = sen (5 E 5). 
Solução 


Pela regra da cadeia, temos 
x -1 REA 
= >— ||bi=S— T 
no [os (E + a) [5 +2 m 
Mas, usando a regra da derivada do quociente, 


IT D+) ED + O 
É + | 5 (e + 2) a 
Com +D- (2 - DX) xt + 3X + 
e, (+ 2) “q Fer 


Substituindo em (1) 
ing=| É =) —x* + 3X + “| 
A W+2 (e + 2) 
12.6) Obtenha a derivada da função f dada por 
1 
2 — 
fo) = x). sen = para x £ 0 


0 , para x=0 


Solução 


No exercício 10.12 fizemos o cálculo da derivada dessa função no ponto x.= 0 e obti- 


vemos f(0) = 0. Calculemos agora f(x) para x + O. 
De acordo com a regra da derivada do produto temos 


Gr a a feifh e Mb O O E o RR Pe (sen 
ra = (8 (sen + (e (seno =2x sen + x?» [sen — (1) 


Usando a regra da cadeia 


(8) (et) (e) (59) 


Substituindo em (1) 


E ai DN f=i 1 1 
f(x) =2x-sen— + x*- [ cos . 7) =2x+sen— — cos 
x x x x x 
Assim 


1 1 
fo = 2x. En = Eoê-as para x + 0 


0 , para x=0 
12.7) Sejam f e g duas funções deriváveis, tais que, para todo x, 
[o] = go) + 12x + 8 
Sabendo que f(l) = 3 e f(1) = 2, calcule 
gl) e gu) 


Etc) = gi) + 12X +8 
Fazendo x = 1, obtemos 
LED] = g(1) + 1201? + 8 
P=g0)+12+8 
g(1) =7 
Vamos agora derivar os dois membros da equação (l), em relação a x: 
LEGO") = g'6x) + 24x (11) 
Mas, de acordo com a regra da cadeia, temos 
tro]! = 3 [hoo]? + 6) 
Substituindo em (II) 
3 [9]? + Po) = g'(x) + 24x 
Fazendo x = 1: 
3 [AD] FI) = gi(1) + 24(1) 
3-[B)-[2]=e(l)+ 24 
g'(l) = 30 
12.8) Sejam f e g funções deriváveis tais que, para todo x, temos 


fx) = In [g6)] 
com g(x) > 0. Sabendo que g(2) = 3 e g'(2) = 4, calcule f'(2). 


Solução 


Como f(x) = In [g(x)] temos, usando a regra da cadeia: 


à ' 
PO) = tin [860] =p reto e 


Fazendo x = 2, obtemos 


12.9) Seja f uma função derivável. Mostre que: 
a) fé par => f” é ímpar. b) fé ímpar > f' é par. 
Solução 


Suponhamos que a função f seja dada por y = f(x). Derivando em relação a x temos, 
de acordo com a' regra da cadeia: 


Eit= 0] = [PM 9] [=] = [Mt 0]. [>= = — =») 
Vejamos agora os dois casos: 
afé par => f)= > > [9] = [> 0] = fo)=— [(— x) = féimpar 
b)féimpar > fy)=-f-) = [f9)]=[--w] = 
= Bfxj= = Li— x) => f(x) = — [—- f(— »)] > 
> xy=f(—- x) = [' é par 


12.10) Consideremos uma função f, periódica e derivável num certo domínio D. Mostre que f' tam- 
bém é periódica. 
Solução 
Seja T o período de f. Assim, para todo xe D, temos 
fx + T) = f(x) 


Portanto, [f(x + TJ] = [fx))' 
Usando a regra da cadeia temos 
[x + TDI] +T = fg) 
ou, 
[e + TD] + (1) = Po) 
isto é, 
f(x + T) = f(x) 
Portanto f' é periódica. 


I 
12.11) Consideremos f(x) = log, |x |, onde x eIR*. Demonstre que f(x) = Sa 


Solução 


No capítulo 11 já havíamos demonstrado que, para x > 0, temos 


à 1 
Cotia er 


Consideremos então dois casos: 

Lya > O 

Neste caso temos |x| = x e assim, f(x) = log, x. 
Portanto: 


Ay x:lna 

2) x<0 

Neste caso temos |x| = — x e assim, f(x) = log, (— x). 
Usando a regra da cadeia temos 


o) = Dog (-m=o mma (= 


—x)lna (= *)+ 


12.12) Consideremos a função f dada por 


sen(x + 1) cos(x+ 1) 7 
flx)=|sen(x+3) cos(x+3) 7 
sen(x + 4) cos(x+4) 7 


Calcule a derivada da função f. 


Solução 
Conforme vimos no capitulo 11, temos 


cos(x + 1) cos(x+ 1) 7 sen(x+ 1) —sen(x+1) 7 
f(xg)=|cos(x+3) cos(x+3) 7|+I|sen(x+3) —sen(x+3) 7|+ 
cos (x + 4) cos(x + 4) 7 sen(x+ 4) —sen(x+4) 7 
“ls E, 
A B 


sen(x+ 1) cos(x+ 1) O 
+I|sen(x+3) cos(x+3) 0 
sen(x+4) cos(x+4) O 
(RE, 

€ 


Mas acontece que os determinantes A, Be C são nulos, pois A tem duas colunas iguais, 
B tem duas colunas proporcionais e C tem uma coluna nula. Portanto, para todo x temos 
f(x) = 0. 


12.13) Considere a função f cujo gráfico é a semi- 


circunferência de centro (1; 0) representada 
na figura. Determine o valor de x para o 
qual f(x) = 1. 


Solução 
1.º modo 

Conforme sabemos da Geometria Ana- 
lítica (ver capitulo 10 do volume 6 desta co- 
leção), a equação da circunferência “intei- 
ra” é 

(=P +(y=0 =1 
isto é, 
yJ=—-x)+2x 

ou, 


y=t/-x+2x 
onde 0 <x <2 
Porém, para a semicircunferência dada, devemos ter y > 0 e portanto sua equação é 


y=/— x +2x 
e a nossa função f é dada por 
fg)=/-x+2x=(-x2+2x)'? 
- 


Assim, usando a regra da cadeia, temos 


! o Sa! 
d(=n+)= 


dit x? 4 Dj? [=3 + 


Portanto, para que ocorra f(x) = |, devemos ter 


ry=5(- 2 +23) "e(-x + 2%) = 


-=x+1 
| 
A + 2x 
E é, af ' ção 
Resolvendo esta última equação obtemos x = | — que é a solução do exercício. 
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2.º modo 


Queremos f'(x) = 1. Mas nós sabemos 
que f'(x) é igual ao coeficiente angular m da 
reta t que é tangente ao gráfico de fno ponto 
A(x: f(x). Como f(x)=1>0, concluímos 
que a reta t deve formar com o eixo Ox um 
ângulo « tal que 0 <a < 90º. Considerando 
a figura ao lado, temos 


m=tga=f(x)=1 


Como A é ponto de tangência, a reta t 
é perpendicular ao segmento ACcotriângulo 
ABC é retângulo. Dai concluímos que os ân- 
gulos « e 8 são complementares e, portanto: 


De tg8= 1, tiramos facilmente que cos 6 = e portanto: 


2.14) Consideremos a função f dada por f(x) =xº— 1. Calcule (15 (D. 
Solução 
Fazendo y = f(x) = x*- 1, temos x = y + 1, donde: 
(= Yx+l 
Portanto, 


1 


3Ya + 17 


1 es 
(109) = [ix + DE Eu di DI K+Iy= 


de onde tiramos 


1 1 
Ea" 
' ari” 2 


Este exercicio será resolvido de outro -modo no capítulo 13 (exercício 13.1). 


Exercícios Propostos 
12.15) Dê as derivadas das seguintes funções: 


a) f(x) = (sen x)” d) f(x) = sen? x RO re 


b) f(x) = (cos x) e) fx) = (og, 0º h) fo) = (sen? x 
e) fx) = (2º + 5)!º D fo) = (In x Dig= VM +5 


12.16) Obtenha as derivadas das seguintes funções: 


a) f(x) = sen xº 9 fo) = In x k) f(x) = + 
b) f(x) = 5. cosx* e) f(x) = In (3x2 + 5x) D fa) = 4º 

e) f(x) = tg x* h) f(x) = loga (x2+ 1) m) f(x) = 2" * 
d) f(x) = sen (5x) + x?) f(x) = e” n) f(x) = e? 


Naa 


e) f(x) = cos (sen x) p fo) = e 0) fo) = send 


Derive as funções: 
a) f(x) = (sen x?)* d) f(x) = (logs x?)º 
b) f(x) = 2. sen! x e) f(x) = e x 
e) fe) = (nx) D fo) = 20"? 
Dê as derivadas das seguintes funções: 
E 
a) f(x) = sen (=) 
b) f(x) = sen? x «In xº 


1 
c) f(x) = cosx — = cos? x 
d) f(x) = sec? x + e” 


4: In x 
sen x? 


D fx) = e. x + 4x 


1 
g) f(x) = x? sen RE 


e) f(x) = 


h) f(x) = ——— — 
o 3 sen? x 
“ 12.19) Sejam f e g funções deriváveis tais que, para todo x: 
Loo) — 3x* + 3 = [e60)P + 4º + 3x? 
Sabendo que f(2) = 5 6 f(2) = 4, calcule: 
a) g(2) b) e'(2) 


12.20) Considere as funções deriváveis f e g tais que, para todo x: 
. elx) = x* + [too]? 
Sabendo que f(3) = 2 e f(3) = 1, calcule o valor de g'(3). 


12.21) Consideremos as funções g(x) = x* e h(x) = sen x. 


a) Determine a função f tal que f(x) = (ho g)(x). 
b) Obtenha f(x). 


12.22) Sejam as funções g(x) = cos x e h(x) = x*. Determine: 
a) (go h'(x) b) (ho g'(x) e) (ho h)'(x) 


12.3 — DEMONSTRAÇÃO DA REGRA DA CADEIA 


Faremos a demonstração para o caso em que temos à composição de duas 
funções. 
' Considerando as funções deriváveis 
Fe G, dadas por y = F(u) eu = G(x), 
suponhamos que exista a composta de F 
e G, indicada por f: 


y = f6)= (Fo G)(x) = F(G6) = Flu) 
Façamos x receber um acréscimo Ax + O. Assim, u e y receberão acrésci- 
mos de Au e Ay, onde 
Au = G(x+ Ax)- G(x) e Ay=F(u+ Au)- F(u) 


Devemos observar que, para Ax > 0, teremos Au > 0 e Ay >0. 
Supondo Au f O temos 


Ay Ay Au 


Ax Au Ax 


Portanto 


= tim 2 = tim (LL sf EN sl tim 2) = 
dx axo Ax  amolAu Ax 4x0 Au axo AX) 


A dim AL Vol Tim SE dy, du 
Au+0 Au Ax>0 AX du dx 
Assim, está demonstrada a regra da cadeia para o caso em que Au + O. 


No entanto, pode acontecer que Au = O para infinitos valores de Ax, quan- 
do Ax > 0 e então não podemos considerar a igualdade 


Neste caso devemos procurar um outro caminho. Vamos definir uma nova fun- 
ção H, que depende de Au, através de: 


H(Au) = 


Para esta função, temos que a igualdade 


Ay= ES ar &| - Au 


vale, mesmo que Au = 0. Além disso, é claro também que H(Au) > O quan- 
do Au > 0 (e portanto quando Ax > 0). Agora, podemos considerar a igualdade 


Ay 


e escrever: 


, dy Au 
= 1 H(A le im 
im [ E + | a Ax du 


Ay 
>0 AX 


é d ' 


Fica, deste modo, completada a demonstração da regra da cadeia. 


Exemplo 


Vamos justificar a regra da cadeia para o caso em que temos a composi- 
ção de três funções deriváveis. ; 


a ER 


dy o dy , dy 


dx dy dx | | dy dy dy du 


dv | dv du dx dv du dx 


dx du dx 
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Até agora demonstramos que a regra 
o (8 = pe! 


vale para a e Z*, Falta ainda verificar os casos em que a é racional não-inteiro 
e os casos em que a é irracional. 
Devemos nos lembrar que: 
(i) Se a érirracional, x* só é definida para x > 0. 
(ii) Se a é racional não inteiro, xº é definida para qualquer x > O e em alguns 
casos para x < 0. 
Assim, para completar o estudo da derivada da função potência f(x) = xº, 
devemos considerar dois casos: 
1.º) a real qualquer não-nulo e x > 0; 
2.º) a racional não-inteiro e x < 0. 


O primeiro caso será estudado agora e o segundo caso será estudado no 
capítulo 13. 


Consideremos então a função f(x) = xº, com xelR$ e aelR*. 
Lembrando que, para x > 0, vale 


| Mt =] 


temos 


y="=("y=e In x 


| Assim, aplicando a regra da cadeia, 


| 


fo) = ("9 =("9-(alnx = do a a 


Portanto 


12.5 — DERIVADA DE f(x) = [g(x)]hto 


Consideremos a função f dada por 
fo) = Let) 


onde g e h são funções deriváveis, com g(x) > 0. Podemos obter f'(x) com o auxi- 
lio da seguinte propriedade dos logaritmos: 


a=eMa para a>0 


Assim, g(x) = e!" 9 e portanto: 
f(x) = [geo = [er atento = eb). gt) 


Em seguida calculamos f'(x) usando a regra da cadeia. 
No item seguinte veremos um outro modo de obter f(x). 


Exercício Resolvido 
12.23) Obtenha a derivada da função f(x)=x'"”, onde x >0. 


Solução 
Temos 


fx) = 28% = [espe = qm) tax 


“isto é, 


Portanto 
f'(x) = etmm-ix.T(senx) + Inx]' = 
ig) e deeio [(cos «mx + (sen 94] = 
= xt. [(cosm «Inx + (sen x) +] 
Exercícios Propostos 
12.24) Dê as derivadas das seguintes funções: 
a) f(x) = (sen x)* d) fox) = (x2 + 1) 
b) f(x) = x* e) fx) = xP* | 
Da | 
co) fx) =x* O f(x) = (sen x) 


12.25) Sendo f(x) =[ g(x)]"”, com g(x) > 0, obtenha f'(x). 


12.6 — DERIVAÇÃO LOGARÍTMICA 


Consideremos uma função f dada pelo produto, quociente ou potenciação 
de outras funções. As vezes o processo de obtenção de f' pode ser simplificado 
se, primeiramente, obtivermos o logaritmo neperiano de f para depois derivarmos. 
Este processo é chamado de derivação logarítmica. 


Exemplo 
Consideremos a função f(x) = x“”*, cuja derivada já havíamos obtido no 


exercício 12.23. Vamos agora obter essa derivada com o auxílio dos logarítmos. 
Como f(x) > 0, temos 


In f(x) = In (xs) 


In f(x) = (sen x) + In x 


Derivando os dois membros desta última equação, em relação a x, temos 
[in f(x)]' = [(sen x) «In x]! 


e * f(x) = (sen x)' «In x + (sen x) « (In x)' 
—— = (cos x) In x + (sen x) « (5) 

x x 
f(x) = f(x) + [tes x) -Inx + (sen x)» Gl 


f(x) = x*. [(cosm)-tnx + (sen x) (| 


) Observações 


1.º) Sabemos que In f(x) só é definido para f(x) > O. No entanto, o processo 

da derivação logarítmica, em geral, nos conduz a um resultado correto, mesmo 

ra f(x) < 0. (Veja, por exemplo, o exercício 12.26). Isto se justifica pelo fato, 
isto no exercício 12.11, de que 


ud 
Ufa = 
Aplicando ao caso da função composta, observamos que 
[in | f(x) |) = —— * f'(x) 


Assim, f(x) = f(x) «[In | f(x) |]. 
Observemos que esta igualdade independe do sinal de f(x). 


22) A expressão Es, costuma ser chamada de derivada logarítmica da 


fx) 


função f. 


Exercício Resolvido 


12.26) Obtenha a derivada da função f dada por f(x) = xº «sen x. 
Solução 


1.º modo Vamos usar a regra da derivada do produto. Sendo f(x) =x - sen x, temos 
fio) = (x) esenx + x? (senx) = 3x? e senx + x? cos x 
2.º modo Vamos usar o processo da derivação logarítmica. Sendo f(x) = x? sen x, temos 
Loo |=|xº:senx|=[x*]-|senx] 
Assim 
In[ fx) | =In[x?.senx|=In[x*| + Infsenx] 


Derivemos os dois membros desta última equação, em relação a x: 


1 
To f(x) =3.— + a a 
BUS) mer + fosax 
(x) x sen x 
| rio = 169-(É + =| 
x senx 


cos x 
sen x 


ria) = 08 seno) (É + )= am -senx xt cosa 


Conforme podemos observar, neste caso não foi vantajoso usar a derivação logarítmica. 
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Exercício Proposto 


12.27) Obtenha a derivada de cada função a seguir, usando o processo da derivação logarítmica: 


(x? — 
a) f(x) = x? e (cosx) e £) f(x) sete err 
“ sen x 
& 3 
b) fo) = (3 +2)* (12 — 1)? .senx uia dia de 


ex 
3/x e sen x 
DO (Tr 


2 
D fo) = ses 1 ses 


L=% 


c) f(x) = (sen x)'º** 
d) fx) = x* 


e) f(x) = x 


12.7 — DERIVAÇÃO IMPLÍCITA 
Consideremos, por exemplo, a função f dada por 


= 


je ET 


Fazendo y = f(x), temos 


x=1 
=>—>— T 
Vi ( 
Multiplicando em cruz, obtemos a equação 
y2 +y=x-1 (1) 


que é equivalente à equação: (1). Tanto a equação (1) como a equação (II) de- 
finem a mesma função f, onde “*y é função de x”. No entanto, há uma diferen- 
ça: na equação (1), y aparece isolado enquanto que na equação (11), y não está 
isolado. Dizemos então que: Ê 


e a tquação (I) define a função f de forma explicita. 
e a equação (II) define a função f de forma implícita. 


Suponhamos que nos dêem a função f de forma. implícita; como obter ff? 

Uma coisa que podemos fazer, é tentar expressar f de forma explícita e depois 

“ usar as regras de derivação conhecidas. Porém, pode acontecer que essa passagem, 

da forma implícita para a forma explícita, seja muito trabalhosa ou até impos- 

sível. Mostraremos, através de um exemplo, que em geral é possível obter f' a 

partir da forma implícita, usando a regra da cadeia. Esse processo é chamado de 
derivação “implícita. 
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À 


Exemplo 


| Consideremos a função f mencionada acima: 


| ms À 


| y=f(x)= a (1 


| Como vimos, f pode ser definida, implicitamente, por: 
| y2 +y=x—1 (1) 

Derivando os dois membros de (Il) em relação a x, temos 

(e) +y = (x — 1 (ID) 
di its xy =v ex? «(2x 
RR (o dh di di + yº (2x) 
K-1/=1 
Substituindo em (II), obtemos 
yex+ye o +y =1 


1-2xy 

d '=—— Iv 

donde 4 (IV) 
R -1 
Poderíamos parar por aqui; mas, se quisermos, podemos fazer y = Es 

na equação (IV) e obter 
—-x)+2x+1 
(= ————— V 
x (x2 + 1)2 (V) 


Vamos agora obter y' a partir da forma explícita, para verificarmos se che- 
gamos ao mesmo resultado: 


tação! 4 q te cdpo té + = fes ço 
de dé Fx adido + É 
Sai (x? +D-&-DCO) 2 =R+n+1 
Rr (+ 1? ri 


Comparando (VI) com (V) observamos que chegamos ao mesmo resultado. | 


Quando nos dão uma equação envolvendo duas variáveis, pode ocorrer 
que essa equação não represente iii função. Por PA, é fácil veri- 
ficar que a equação 


x +y)=-5 
não é satisfeita por nenhum par de números reais x e y. Pode ocorrer também, 


que a equação dada represente implicitamente mais de uma função. Por exemplo, 
a equação 


X+y=4 
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que é equação da circunferência de centro na origem e raio igual a 2 (figura a), 
é equivalente a 


y=4-x 
isto é 
y=+/4-x 
Daí podemos dizer que a equação dada representa implicitamente duas funções 
y=/4-x e y= Ja-x 


cujos gráficos estão nas figuras b e c. 


(Fig. a) (Fig, b) (Fig. c) 


Em casos como este, o processo de derivação implícita nos dá um resultado que 
é, ao mesmo tempo, a derivada de todas as funções representadas pela equação 
dada. (Veja, por exemplo, o exercício 12.28.) 


Observação 


No caso geral, pode ser difícil decidir se uma determinada equação repre- 
senta implicitamente alguma função. Existem teoremas para analisar tais situa- 
ções; no entanto não veremos esses teoremas, pois eles aparecem num nível mais 
avançado, quando são estudadas as funções de várias variáveis e, neste livro, 
estamos estudando apenas as funções de uma variável. Assim, nos exercícios a 

. seguir, admitiremos que as equações dadas representam implicitamente pelo 
menos uma função, definida em pelo menos um intervalo. 


- 


Exercícios Resolvidos 


/ d 
12.28) Sendo x? + y? = 4, obtenha e 


Solução 


Admitamos então que a equação x2+y?=4 representa pelo menos uma função 
'y = f(x). Derivando os dois membros da equação, em relação a x temos 


2X +2y:y'=0 


A equação (1) já é a resposta do problema. No entanto, a título de ilustração, vamos tentar 
obter y' exprimindo f na forma explícita. De x? + y? = 4 tiramos 


y=tV/4-xº 


" Assim, podemos dizer que a equação dada representa implicitamente as funções: 


ys=+/4-x e n=-/8-* 


Derivando estas funções, usando os processos vistos anteriormente, obtemos 


Com isso, percebemos que a equação (1) nos dá, ao mesmo tempo, as derivadas de y, e y2- 


12.29) Obtenha a equação da reta tangente à circunferência de equação x2+y?=4, no ponto (— 1; 3). 
Solução 
Admitindo que a equação dada represente uma função f, pelo menos em uma vizinhança 
do ponto (— 1: PEA podemos dizer que a equação da reta t procurada é 
y—-VJ=mk+1) (1 
onde m = f(— |). Conforme vimos no exer- 
cício anterior, de x? + y? = 4 obtemos 


toy=y=E 
y 


Mas, para x = — | temos y = JE Assim: 
E 
Fe. 

Substituindo em (1) obtemos a equação 
da reta procurada: 


f= D) = 


a 1 
y—-/3=—( +) 
Ná A 


12.30) Em cada caso a seguir, admita que a equação dada represente pelo menos uma função 
y = f(x) e obtenha y”: 


ayt-y=xº gx -3=ay+S 
b)y=sen(x+y) dy =x 

Solução 

a) Sendo yº — y = xº, derivemos ambos os membros em relação a x: 


4y'y —y = 3x? 


| 


Colocando y' em evidência, obtemos 
(4yº — Dy = 3x? 


Assim. 


by=sntk+y)=y=[cos(k+y]-(x+y = 
[cos (x + 39] + (1 +) > 

cos(x + y) +y'"cos(x + y) = 

=> y' —y'cos(x+y)=cos(x+y) = 

=> y[l-cos(x+y]=cos(x+y) = 


=> y" 


na 


- y' 


cos (x + y) 
Gê — cos (x + y) 
xy) - In =xy + 5= (xy?) — 6x = (xy) (1 
Mas SO = 000º + x = Ley? + xlBy!y) = 9º + x(By!y) 
(ey) =xy+ray=Ley+ra=y+ay 


Substituindo em (1), obtemos 


y2 + x(3y?y') — 6x = y + xy” 


ou By'y ay =y + 6x —yº 
ou ainda y (Oy -n)=y+6x—y?. 
donde 


)y=w=>Iny=Iy=>xlny= yInx => 
= (xIny)' = (ylnx) > 
= x«Iny + x(Iny) = y'cInx + y(Inx) => 
' a 1 
= Iny + xo = yin Pu 


= xylny + x2y' = xyy'Inx + y? = 
= y'(x2 — xylnx) = y? — xylny > 


Exercícios Propostos 


12.31) Em cada caso a seguir, admita que a equação dada represente pelo menos uma função y = f(x) 


e obtenha y'. 
axy+y'=2 co) tgy =y 
bxy-lIny=1 de=x+y 


12.32) Obtenha a equação da reta tangente à curva de equação yº — 4x* = 6xy, no ponto (1:2). 
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Capítulo 


Funções inversas e derivadas 


13.1 — DERIVADA DE UMA FUNÇÃO INVERSA 


Sejam f e g duas funções, tais que uma é a inversa da outra. 


« 
e 
5 
Ros 
l 
ma 

! 
=” 
Rol 


Suponhamos que g seja derivável no ponto b e que f seja contínua no ponto a, 
onde a = g(b). . 


E 


Feita a demonstração, poderemos escrever 


(para g'(y) + 0) 


ou 


Demonstração 


Cómo f e g são inversas uma da outra, ambas são bijetoras e portanto, para 
xa temos f(x) + b. Por outro lado, sendo f contínua no ponto a, quando x->a 
temos y>b. Assim: 


pg DD ago 
ata Ri e» gly)-g(b) = /g0)-—e(lb 
y—b 
1 
Portanto, para g'(b) + 0, temos f'(a)=-——. 
para g'(b) £ Eb) 
Se já soubéssemos de antemão que f'(x) existe, poderíamos partir de 

g(f(x) = x 


e derivarmos ambos os membros em relação a x (aplicando a regra da cadeia ao 
membro esquerdo) obtendo 


gy FM) =1 
ou 
1 


f(x) =— 
g'(y) 
Exemplo 
Consideremos as funções: 


y = f(x) = log x (função logaritmo) 
x=g(y)=a” (função exponencial) 


“as quais são inversas uma da outra. 


Vimos no capítulo 11 que g(y)=a”. Ina, com g'(y) £0 para todo y elR. 
Assim, de acordo com a regra deduzida acima, temos 
e e 
e(y) a .lna x-lna 


o que está de acordo com o que vimos no capítulo 11 sobre a derivada da função 
logaritmo. 


Exercícios Resolvidos 
13.1) Consideremos a função definida por 
y=fg)=x—1 


Calcule a derivada de 17! no ponto y = 7. 
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Solução 
Para y=7 temos x*— | =7, donde x=2. Seja x = g(y) à inversa de f, isto é, g=["" 
12) = 7 
sm="(M=2 
Temos ['(x)=3x? e portanto ['(2) = 12. 
RA 
fe) 12 


Compare este exercício com o exercício 12.14. 


Assim: (1 (7) = (7) = 


13.2) Dada a função y=x* + 3x, calcule a derivada de sua função inversa no ponto y=4. 


Solução 

Sendo y= f(x)=x"+ 3x, seja x=1""(y) = g(y). 

Para y=4 temos x* + 3x=4. Esta última equação pode ser resolvida pelo método de pes- 
quisa das raízes racionais (veja capítulo 15, do volume 7 desta coleção) e obtemos x = 1. 


D=4 f 
1-"(4) = g(49) = | E coa 


Temos f'(x)=3x?+3 e, portanto, f(I)= 6. 


j 1 1 =f01 
: ris died ak, 9 
Assim: (f Y (4) = g'(4) = TU) ç 
Exercícios Propostos 
13.3) Dada a função y = 2x?, determine a derivada de sua função inversa no ponto y = —2, 


13.4) Consideremos a função definida por 
y=f(M)=x)+ 4x 
Obtenha a derivada de f”! no ponto y = 16, 
13.5) Seja a função definida por f(x)=x" + xº + 17. Calcule (1!) (19). 
13.6) Seja f uma função invertivel tal que a reta tangente ao gráfico de f no ponto (a; b) tem coeficiente 


angular m (m + 0). Qual é o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico da função 17! no 
ponto (b; a)? 


13.2 — DERIVADAS DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
INVERSAS 


a) Função arco-seno 
Consideremos a função f, de [—1;1] em Ea: tal que 


y = f(x) =arc senx 
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o gy 


A inversa de f é a função g, de [= 7 em [—1;1], dada por 


x=eg(y)=seny 


Sabemos que g'(y) = (sen y)' = cos y. Como e <y di» temos cos y > O 
e portanto 


g(y=cosy= /l-sen?y= /1-x? 


Assim, para g'(y)£0 (isto é, para x£ +1), temos 


b) Função arco-cosseno 
Seja a função f, de [—1:1] em [0; x], dada por: 
y = f(x) = arc cosx 
A inversa de f é a função g, de [0;n] em [—1;1], dada por 
x = g(y) = cosy 
Sabemos que -g'(y) = — sen y. Como 0 <y <7, temos seny>0 e portanto: 
g(W)=-seny=-— I-cos!y=- /I-X 


Assim, para g'(y) £ 0 (isto é, para x+ +1), temos 


ES 1 —1 
Pi = ep Ê a 
de e(y) ./l-x 


ou 
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c) Função arco-tangente 
Consideremos a função f, de IR em |: al- dada por 
y = f(x) =arctg x 


Sua inversa é a função g, de Hã a em IR, definida por 


2 

x=g)=tgy 

Sabemos que 
e =(tgy'=secy=1+tgy=1+x 
Assim 
1 1 
f(g)=—— = 
6) g(y) 1+x 

ou 


d) Função arco-cotangente 


A função f, de IR em 70; r[, definida por 
y = f(x) = arccotg x 
tem como inversa a função g, de J0; n[ em IR, definida por 


x=eg(y) =cotgy 


Mas | 
g'(y) = (cotgy)' = — cossec?y = — (L + cotg?y) = — (1 +x?) | 
Assim x 
= = 
DD) == = 
a e(y) 1+x 
ou 
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Exercícios Propostos 


13.7) Obtenha as derivadas das seguintes funções: 
a) f(x) = aresen 5x 
b) f(x) = arc cos 6x 
c) f(x) = arc tg 7x 


e) f(x) = 3(arc sen 2x) 
f) f(x) = arc sen (x? + 2x) 
2) f(x) = (x*+1)- (arccos x) 


d) f(x) = arc cotg 3x h) f(x) = 


arc tg x 


13.8) Determine as derivadas das seguintes funções: 
c) f(x) = /arctgx 
d) f(x) = arcsen JE 


a) f(x) = are cos e* 


b) f(x) = are sen 


13.3 — FUNÇÃO POTÊNCIA DE EXPOENTE RACIONAL 


A regra de derivação da função potência fy)=x* é 


(2º) =a ex! 


Como vimos no capítulo 12, estava faltando a Justificativa dessa regra, para o 
caso em que a é racional não inteiro e x < 0. Com o auxílio da derivada da função 
inversa, é possível completar essa justificativa. Daremos a seguir a justificativa 
da regra para o caso geral em que a é racional. 

' Inicialmente consideremos a função g dada por 


y=g(x)= x= xt 


onde n é um número natural não nulo tal que: 


sen é ímpar, x é um real qualquer 
e sen é par, x>0 


A inversa de g é a função h dada por 
x=h()=y 


Portanto 


Consideremos agora a função potência 


f(x) = xº 


m 
onde a =—, com meZ* e neIN*. 
n 


Assim : 
fy)=x=x"= (xy 
Usando a regra da cadeia e a igualdade (1) acima, temos 


FG) = Im + (eeypr=i] [uoy = 
= [m (op. E ” £ 


n 


para a racional, desde que estejam satisfeitas as condições de existência. 
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Capítulo 


Algumas aplicações das 
derivadas 


Eat 


14.1 — REGRA DE L'HOSPITAL 


Ao estudarmos o cálculo de limites, vimos que ao tentarmos calcular um 
limite do tipo 


às vezes ocorre que 


lim f(x) = lim g(x) = 


e assim o limite (I) toma a forma Srque chamamos de indeterminação. Neste 


caso, como vimos, frequentemente era necessário executarmos alguns artifícios 
para calcular o limite. A seguir, apresentaremos um teorema, conhecido pelo 
nome de regra de L'Hospital*, o qual às vezes facilita o cálculo de tais limites. 


- Teorema (regra de L'Hospital) 


Deixaremos a demonstração deste teorema para o próximo capítulo pois 
ela depende de outros teoremas que lá serão apresentados. Por enquanto vamos 
apenas aplicar o teorema. 


* Guillaume François Antoine de L'Hospital, Marquês de St. Même, francês, 1661-1704. +» 
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Exemplos 


= Observamos que 


Consideremos o lim 
aos %— 

lim(x2-9)=0 e lim(x-3=0 

x>3 x>3 


Observamos também que 


2 , 

Tra dE am CRE 

a Qu=5) a 
pano fx medê (2-9 da : ; 
isto é, existe o lim =» Portanto, as hipóteses do teorema de L"Hospital 

x—>3 X— 
estão satisfeitas e, assim, temos 
“e 2. 9y 
ig EÊ O fg ES ah 


x»—3 x—3 a (ema) 


Apenas para comparar, vamos calcular esse limite sem usar a regra de 
L'Hospital: 


a 
lim LO ati DES) 
as u=5 ums (x— 3) 


= lia (ueped)i= (8 


De acordo com a regra de L'Hospital, sendo lim f(x)=0 e lim Etw)=0 E 


f(x 
existindo o imo existirá também o im. Porém isto não quer dizer 
g(x 


x>a g'(x) x>0 
Fo) f(x) 


que se não existir o lim também não existirá o lim Na realidade 
o g'(x) x=0 g(x) 


= ; Po) 


é possível existir o lim — sem que exista o lim pre id ilustra o exem- 
x>0 o g(x 


plo a seguir. 


Exemplo 


: l 
Sejam f(x) =x? en e g(x)=sen x. Usando as técnicas de cálculo de li- 


mites vistas anteriormente, obtemos 


x>0 


lim f(x) = lim (= sen E =0 
x>0 x 


lim g(x) = lim sen x = 0 
x>0 x-0 
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1 
x? sen— 
x 


f(x 7 ” x , 1 
lim a fim = lim “limx-sen— = 0 
x>0 g(x) x>0 senx x>0 SENX x-0 x 

1 o 


f(x) 


e o ; ' a Tx) 
isto é, existe o lim ——. Analisemos agora a expressão — : 
x0 g(x) g'(x) 


- Ty 1 1 
x sen — 2x sen— — cos— 
f(x) x x x 


g'(x) (senx) cos x 


cos— 
É possível verificar que não existe o lim so; pois não existe lim É e, 
x=0 g'(x) x=0 COSX 
fx) 


assim, temos um caso em que existe o lim —— mas não existe o lim —> to, 
xa g(x) x=u g 9) 


Pode ocorrer que, ao aplicarmos a regra de L'Hospital, a expressão : 

g'(x 

ainda seja indeterminada. Neste caso, desde que as condições do teorema estejam 

verificadas, aplicamos a regra novamente, como ilustra o exemplo a seguir. 
Exemplo 


Sejam 


fg)=x*- 33X +5x-2 e goy=xt-5+9MX- +42 
Temos 
+ 
f(x) xX-x)-3x+5x—2 
gx) xt-5$+9%X-7x+2 
f(x) 42 3x2 —6x+5 
g(x)  4x*- 15x? + 18x—7 
PO) 12X)-6x—6 
-E'(X)  12x2-30x+ 18 
(x) 24x — 6 
E”) 24x=30 (=—3 para x=1) 


olo olo olo 


Vemos então que existe o lim RE A Portanto existirão também 


x=>1 g” 


O) a TO) + f(x) 
dim g'(x)” | g'(x) bi SA 


Assim 

x*-x)—- 3x2 + 5x—2 
mec ESA 
1 xt 5x 49x) -7x+2 


o 4-3 6x4 
= bm siri 
x>1 4xº— 15x? + 18x— 7 


12x2— 6x— 6 a 
x1 12x? — 30x + 18 


=lim—>———— = —3 
x-+1 24x — 30 


Quando tentamos. aplicar a regra de L'Hospital várias vezes em seguida 


- precisamos tomar o cuidado de, a cada passagem, verificarmos se ainda temos 


uma indeterminação pois se não houver a indeterminação, não vale a regra e po- 
deremos chegar a resultados errados. Consideremos por exemplo a seguinte 
sequência de igualdades: 


os 3 2 
O quociente si ; é indeterminado para x=2, mas o quociente = não é. 
x -— 
Assim, a igualdade 
ax 6x 
lim — = lim — 
12 2x x—2 2 
é falsa e o limite não é 6. Apenas a primeira igualdade é verdadeira: 
lim EB qua BR 
x+2 x2—4 +2 2x 


Pode-se demonstrar ainda, que -a regra de L'Hospital vale para os limites 
laterais, isto é: 


1.º) Se lim f(x)= lim g(x)=0 e existe o 
x-a+ x>a + 


fi SO então tia O tg PO 
x>a+ g'(x) x>2+ g(x) x>a+ g'(x) 
2.º) Se dim fo) = lim im g(x)= 0 e existe o, 


lim o, então lim RM lim fato) 


ca gx a 86) xa g(x) 


Exercícios Resolvidos 


=) 


x -—8" 


14.1) Calcule lim 
1=2 


Solução 
Observamos que 
lim (x— 2) ='0 e lim (6 —8)= 0 
Es 1=2 
Notamos também que 


do Ho ua À 1 
lim =>— = =— 
de ice im 73 


(x— 2) 


isto é, existe ir Portanto, de acordo com a regra de L'Hospital, temos 
iardEês pat A 
12 2-8 42 (2-8) 2 
 €-1 
14.2) Calcule lim ——.. 
2-0 XxX 
Solução 
Aqui temos 
lim (€— 1) =0 e lim (x2) = 0 
+ x=0 x+0 
Vemos também que (e — 1)* o: 
(x 2x 
xy 
donde E po es lim 
04 (8) 
* 
3 : E — 
” Assim lim e = Ds +00 e lim 
=0+ (x) 


” ' a 168 =— 7 ; 
e não existe lim FER por serem diferentes os limites laterais. 


x=>0 
14.3) Calcule o lim os, 
x=-0 
Solução 
Obgervemos que 
lim (1 — cos x) = lim (x?) = 0 
2-0 1>0 
é lim (1 — cos x) 
0 (x?) 


(= 


x>0 
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AS = DR = 
(As Cilaiie tia 2 = é 
s=0 5x 


P Solução 
Notamos que 


lim (2 —-2-2x— x?) = lim (5x)) = 0 
2-0 ==0 


Derivemos o numerador e o denominador: 


Ge =2=20= 1)". 28 =8-D 
(5x7 "e 


(e) 
Observando que 


lim (2 — 2 — 2x) = lim (15x?) = 0 
1-0 1-0 


vamos derivar novamente o numerador e o denominador: 


(e -2-2) 28-2 
(ST 30% 


Notando que € 


E lim (2€*— 2) = lim (30x) = 0 
x=0 2-0 


vamos derivar mais uma vez o numerador e o denominador: 


Qe-2 2e 
(30x 30 
f 1 
Vemos que lim =-——. Portanto 
x=0 15 
lim 22-20 -8 “, 28% -2-2x QD a 28 1 
x=0 5x? o 15x so 30x  x=0 30 15 


| 14.5) Calcule lim —SSS* 


) sets VAR 
| Solução 


Observamos que 
E " E) 
lim cosx= lim |x E/S 0 
| a=Es E: 
2 2 
Tr ” Tr a Ed , ' é 
Neste caso, devemos ter x ai) + enãox + para satisfazer a condição de existência da raiz 


| 
) juadrada: x — o > 0. Vemos que 
| 4 2 


Portanto col * E (cos x)! 
E = 


lim AR ja lim [—2 1-5 esa) -0. 
x É x PA 
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Exercícios Propostos . 3º) Se lim fty)= lim g()= co e existe o 


14.6) Calcule os seguintes limites: 


o a DR . x o Px 
x+2 In x lim = então tim AO = tim Ít9 
| dO suo d) lim À x+00 g'(x) x» g(x)  x>a g'(x) 
Eq x |— 
Ng 
| | c) lim = i 
|] a=0 x=1 ud Ex a 
j lercícios Resolvidos 
N V/3x—5—2 x— 
e) lim >>> — f) lim (com ne IN*) ” tg 5x 
| 3 /ix-3-—3 sa XI é |] 14.9) Calcule o lim o x" 
) lim l-x h) lim SB 3x raça 
| 8 Dei 4 am o x-0 sen 7x Solução 
Z Aqui temos lim (4859) = tim (839) = +00 
usçEs adia 
k 14.7) Calcule os limites: Z 
. SeNnX—xCos x 28 —-2-2x—x? Observamos que 
| Br dim x (85) gm SScCÊSk po Scot 
t |) ar (SO! O Tee 3x arte 3 cost 5x 
E 2 E Ria e 
| 5 ia 2 cos x adia! 2 Z 
Í x=+0 x 
IN x -2x+2In(x+1) tgx—x = lim Sº3.2cos3xesendx 
| glm—>——— À) lim —>——— qnE. 3º5+2c085x+ sen 5x 
E x=0 X 2-0 X— sen x E] 
NR “mi , cos 3x R sen 3x 
| 14.8) Calcule os limites: = RA E . A is 
À I— cos? x 2 2 
| | = Inx b) is x al 
HR ! 
Ú In cos 2x Intg 3x 
| lim —— ij ==> - 3sen3 po Já 
| A TOSA «=04 In tg x a [im 585 -D=5 
| : | E ú 
| ed e) lim (| — cos x) « cotg x f) lim (12) «tg 2 EA 
à x>0 xe 2 | =348 
| | Assim 
| ; 7 ' tg 5x a (tg 5x) 3 
| | 14.2 — OUTRAS FORMAS DA REGRA DE L'HOSPITAL do o o Go E 
IR x-E. 1-0. 
| Pode-se demonstrar que valem os seguintes teoremas: 
x 
| 1.º) Se lim.f(x)= lim g(x)=0 e existe o 14.10) Calcule 0 lim —>——. 
de DIR A Pe VI 
Il f(x e TO o À Solução 
lim Ri] h então lim e, lim Edo! ) 1 ; : ; 
x=0 g'(x) xa B(X)  x=a g'(x) Aqui temos lim (x) = lim /X+2 = 50 
| 2.º) Se lim f(x) = lim g(x) = 00 e existe o . Derivemos o numerador e o denominador: 
ido pia , o 1 NES 
a de ai OO . ER N PS 1 “CR 
lim a então lim A. = lim ia 4 foprrda) >= 
xa Ex) xa 8x) oa g'(x) É. 2/52 
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o 


Este último quociente ainda é indeterminado para x > 00. Derivemos novamente o numerador 


Si SenpmBador 14.3 — APLICAÇÃO DA REGRA DE L'HOSPITAL A OUTROS 
RE Es CASOS DE INDETERMINAÇÃO 
(22 +27 = 2/x+2 
ia ! Vimos a aplicação da Regra de L'Hospital a indeterminações do tipo 
Podemos observar que voltamos à expressão original, donde concluímos que neste caso a regra 0 o 4 : : ” 
de L'Hospital não nos pode ajudar. Vamos então calcular esse limite de um outro modo. o e—. No entanto, há outros casos de indeterminação, como por exemplo 


0.00, 0º, 00º, 1º e 0 —c 


' 0 Bo) A " ma dia 
que podem ser reduzidos a DB ou —, mediante transformações que são indi- 
ma 


cadas a seguir. 


x+senx 1.º) lim f(x) « gx) = 0 + 00 


14,11) Calcule lim fi 
x XxX X 
Neste caso fazemos f(x) + g(x) = E ou f(x) - g(x) = sm o 
Solução ' ; Ren go, 
e f(x 
Notamos que 80x) (x) 
hi + = li = 
pesei O 1) e 2.º) lim f(x) — 869] = 00 — 00: 
Derivando o numerador e o denominador obtemos Aqui tentamos transformar a diferença f(x) — g(x) em uma única expressão: 
(x + sen x) 
ro RE | + cosx f(x) — g(x) = h(x) 
No entanto a expressão 1 + cos x não tem limite para x > 20, pois seu valor fica oscilando de O Caso seja necessário, usamos o artifício: 
a +2, Assim, neste caso também a regra de L'Hospital não pode nos ajudar e devemos calcular 
esse limite de um outro modo. glx) 
flo) — gl) = fo) || -— 
fx) 
3.º) lim [GP =0º ou coº ou 1º 
; Neste caso calculamos o lim (In [f(x)]º"). 
Exercícios Propostos 
14,12) Calcule os limites: 
HE Exercícios Resolvidos 
A aten b In sen 3x % 
ma 1 ) xo» Insen dx 14.13) Calcule o lim (e sen 5. 
| ; Solução 
E tg 3x E In (x—2 
e) nr - a) po) Re] Como lim x=ve lim senT= 0, o limite dado é uma indeterminação do tipo 20 « O. 
2 
Fazemos então x 
xº ) & sen — 
É Bog ada tao 
2 = 


E sen— 
Assim, lim (é sen 5) =lim— +. 
x+0 x a>+00 1 


x 


0 
Este último limite é uma indeterminação do tipo — eassim, podemos tentar aplicar a regra 
de L'Hospital. 


A x 
Portanto, lim (é ent) =vo. 


ama x 


14.14) Calcule o lim > +). 


a In x 
Solução 
Como lim +00 e lim Ls 65 16 tab lim =-— 0 e 
a1+ x — 1 a=1- Inx == x —] 
dim mr = — 00 vê-se que os dois limites laterais representam indeterminação do tipo 00 — oo 


1 


x-1 Inx 
| Fazemos então 


para a diferença 


| o Jox— (x—1) Inx=x+1 
“x 1)-lnx “&-D-lnx 
1! Assim, lim ( pp = li Pie ad 
| x=1 In «= (x—1)eInx 
” Este último limite é uma indeterminação do tipo Es e portanto podemos tentar usar 
' a regra de L'Hospital. 
; [nx —x+ 17 ja E. À LE 
aa [x — 1) + In x]! ssa 1 sim xlnx+x—1 
Ê i da xeRiquedi) Ri o - 


0 
Este último limite ainda é uma indeterminação do tipo o Vimos então derivar o 
numerador e o denominador. 


fi E ig Ei 
ai «1 (xlnx+x— 17 x Inx+2 2 
: ! 1 
Portanto: lim --—— |) = 
a dx- 1 Inx 


1 
14.15) Calcule lim x !-*. 
a] 


Solução q 


" E " I 7 
Tem-se lim x = 1 e ainda lim =- e lim 
x>1 nEsis = 1-1 —x . 
tes laterais representam indeterminações dos tipos 1** e 17<, para a expressão x! 


= + 00. Assim, os limi- 


Vamos então calcular 
L 
lim (ln x =) 
x-1 
— 1 nx 
lim (inx/=3) = lim In xp = lim 


=> 1 1>x 


css O) ! 
Este último limite é uma indeterminação do tipo TF e, assim, podemos tentar usar a 
regra de L'Hospital. 


1 
Assim, lim (lnx!7*) = —1. 


Neste ponto devemos nos lembrar de que, devido á continuidade da função logarítmica, 
temos lim (In f(x)) = In tim f(x)). Portanto: 


x=a 
a * Es Me. 


lim (nx =)=—1 = In (lima!) =—1 é im sql 
a=1 


Exercícios Propostos 


14.16) Calcule os limites: 


x n 
a) lim (x* In x) b) lim x sen— c) lim (1 —tgx) + sec 2x 
x=0+ = x 


xoE 


d) lim x2e”* 
x+0 


14.17) Calcule os limites: 


x 1 E 1 1 ) 
' ES ne e | pal 
a) tim (E nã) o) tim (5 el 


bo) lim [= gi ig ga ) 
nf Rs qnt kcotgx  2c08X 
2 


2-0 


14.18) Calcule os limites: 


3 3 PUR 
a) lim (cos 23) * g) lim x%+nx 1 lim (1 +25) * 
x=0 pa são 
b) lim (sen x)'** cost 
: ba h) lim (1-2) 2 
2 21 


1 
c) lim (cos w* . as 
x=0 à) lim x* 


3% 
d) lim (1 o) 4 


5) lim (e — 5x) * 


1 
k) lim (cotg x) "* 
1-0 


14.4 — VELOCIDADE E ACELERAÇÃO 


Consideremos um ponto material P movendo-se sobre uma curva y. Para 
descrever o movimento de P é útil estabelecer-se sobre y um sistema de coorde- 
nadas abscissas sendo que, por razões históricas, a palavra “abscissa” é 


é subs- 
tituída pela palavra “espaço” e é simbolizada pela letra s. 


Exemplo 


Na figura a seguir, temos uma curva y sobre a qual foi estabelecido um 
sistema de coordenadas abscissas, usando-se o metro (m) como unidade de medida. 


Nessa figura temos 


o espaço do ponto A é 2 metros, isto é, ss=2m 
o espaço do ponto B é —lm, isto é, ss=-Im 
Se um ponto material P tem espaço s, no instante t, e espaço s; no instante t,, 
com t;, + t,, a velocidade escalar média de P, entre os instantes t, e t, é definida por 


82-58; 
to—t, 


Vm 


+ 

- Suponhamos que exista uma função 
f'que a cada instante t associa o espaço s 
de P (Figura a), isto é, s = f(t). A veloci- 
dade escalar instantânea de P no instante 
t; é definida por 


f(to) — f(ti) fia Si 


vou  to—t; bt to—t, 


v(ty) = lim 


- Se fizermos t(=t e ty=t;, + At, temos 


Sejam v; e v> as velocidades escalares de P nos instantes t, e t,, respectiva- 
mente, com t> t;. A aceleração escalar média de P entre os instantes t, e t;, 
é definida por 


Suponhamos que exista uma função 
£g que a cada instante t associa a veloci- 
dade escalar instantânea de P (Figura b), 
isto é, v = g(t). A aceleração escalar ins- 
tantânea de P no instante t, é definida por 


= tros BB) Sit) 
ao) = fm Et 


E =v 
=lim 22Y = gt) 
t 


Fazendo t,=t e t,p=t;, + At, temos 


Às vezes é possível relacionar o espaço de P com o tempo, através de uma 
equação. Neste caso, tal equação é denominada equação horária do espaço. Se 
for possível relacionar a velocidade escalar instantânea de P com o tempo, através 
de uma equação, esta equação denomina-se equação horária da velocidade escalar. 
Se existe uma equação que relaciona a aceleração escalar instantânea com o 
tempo, essa equação é denominada equação horária da aceleração escalar. 


Exercícios Resolvidos 
14.19) Um ponto material move-se sobre uma curva de modo que a equação horária do espaço é 
s=t —42 + 6t-— 0 
com s em metros e t em segundos. 
a) Calcule a velocidade escalar média desse ponto entre os instantes t, =3s e = ss. 
b) Determine a equação horária da velocidade escalar instantânea. 


c) Caicule a aceleração escalar média entre os instantes t,=Is e t,=4s. 
d) Detérmine a equação horária da aceleração escalar instantânea. 


Solução 
as=t-4+6t- 0 
a RR a 
t=5s=>s=(5)-4(5)+6(5)-10=45m 
ato GI CD. 
dt RES = 23m/s 
bs=t-4 + 6-0 
8 ag fg é 
ia UR ANS 
o)v=%2-8t+6 
a a e 
t=45 > v=34)-8(4)+6=22m/s 
WoW 2-1 


Es = Dem? 
Rd = ria = a 


dv=3—-8t+6 
dv 
a=——=6t-8 
dt 
Uma escada de comprimento igual a 5 m está com uma extremidade apoiada no chão e outra 
apoiada numa parede vertical, como indica a figura a. A escada começa a escorregar, de modo que 


num instante t,, a distância d é igual a 4 metros (ver figura b) e a extremidade B tem velocidade 
vp = 1,2 m/s. Calcule nesse instante, a velocidade v, da extremidade A. 


A 


VA 


(Fig. a) 
Solução 
Adotemos um sistema de coordenadas 
ortogonais como indica a figura e. Sejam x 


a abscissa de Be y a ordenada de A. A cada 
instante“tdevemos ter 


x +yi=5? 
ou 
x +y)2=25 (D 
Portanto, parax=4m teremosy =3m. 
Vamos derivar todos os termos da equação 


(1), em relação ao tempo e usando a regra 
da cadeia: = 


veses 


dx d; 
Mas o vp e ae = va: Portanto temos: 


Xe va+2y va=0 (NT) 
No instante pedido no enunciado, temos 
x=4m, y=3m e vp=12mfs 
Substituindo na equação (III) obtemos: 


2(4) (1,2) + 23) va = O 
donde 
va= —16m/s 


O sinal de v, é negativo pelo fato de o ponto A mover-se no sentido negativo do eixo Oy. 


Exercícios Propostos 


14.21) Um ponto material move-se sobre uma curva de modo que a equação horária do espaço é 


s=tt-2" +32 46 
com s em metros e t em segundos. 
a) Calcule a velocidade escalar média entre os instantes t;=3s e t,=5s. 
b) Determine a equação horária da velocidade escalar instantânea. 


c) Calcule a aceleração escalar média entre os instantes ty =Is e ty =5s. 
d) Determine a equação horária da aceleração escalar instantânea. 


14.22) Consideremos uma partícula movendo-se sobre um eixo Ox de modo que a equação horária 


da abscissa x é 
r x 
= t+> 
x=5 cos (= Ei +) 


com x em metros e t em segundos. 


a) Determine a equação horária da velocidade escalar instantânea. 
b) Determine a equação horária da aceleração escalar instantânea. 


14.23) Uma escada de comprimento igual a 13 m A 


tem uma extremidade apoiada no chão e a 

outra extremidade apoiada numa parede ver- VA 

tical, como indica a figura, de modo que num 

instante t;, a distância d é iguala I2me a 

extremidade A tem velocidade 1,5 m/s. Cal- B vB 
cule; nesse instante, a velocidade da extremi- 


dade B. k— d + 


14.5 — TAXA DE VARIAÇÃO 


Consideremos a função f dada por y = f(x). Costuma-se dizer que f(x) é 
a taxa de variação de y em relação a x. Assim, podemos dizer que a velocidade 
escalar instantânea é a taxa de variação do espaço em relação ao tempo. Do 
mesmo modo, a aceleração escalar instantânea é a taxa de variação da velocidade 
escalar instantânea em relação ao tempo. 
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Capítulo 


14.24) Um balão de borracha de forma esférica é enchido de ar, de modo que seu raio aumenta à razão 
de 0,2 cm/s. Calcule a taxa de variação do volume desse balão em relação ao tempo, no ins- 
tante em que o raio for igual a 10 cm. 


a me 
É Variação das funções 
O volume de uma esfera de raio R é dado por am 
V= a nRº 


Usando a regra da cadeia temos 


d 
Sa cart (1 


No instante mencionado no enunciado, temos 15.1 — INTRODUÇÃO 


dR ; ' E saucão ; 
R=l0cm e = 02em/s Nos capítulos anteriores vimos algumas aplicações das derivadas. Neste 
capítulo veremos que a derivada tem aplicações importantes no estudo da varia- 


Substituindo em (1): x : “ 
b ção de uma função. Apresentaremos teoremas que nos permitem determinar os 


dv 


= -Sa «3- (102: (0,2) pontos de máximo ou de mínimo e os intervalos em que a função é crescente 
a 
dt 


ou decrescente. Assim, antes de prosseguir, é interessante que o leitor reveja os 
= 80 7 cm?/s conceitos de ponto de máximo, ponto de mínimo, ponto de máximo relativo, ponto 

de mínimo relativo, função crescente e função decrescente que foram expostos no 

capítulo 3. ! 
Exercícios Propostos No final deste capítulo faremos a demonstração da regra de L'Hospital 
vista no capítulo anterior, pois esta demonstração depende de teoremas que aqui 


Uma esfera aumenta de volume de modo que seu raio aumenta à razão de 1,5 centimetros por serão apresentados. 


segundo. Calcule a taxa de variação do volume da esfera em relação ao tempo, quando o raio 
for igual a 20 cm. 


O raio de um círculo aumenta à razão de (0,4 metros por segundo. Calcule a taxa de variação da 
área do circulo em relação ao tempo, no instante em que o raio for igual a 5 metros. 


Calcule a taxa de variação da área A de um circulo em relação ao seu raio R. 15.2 br TEOREMA DE WEIERSTRASS 


Calcule a taxa de variação da área-de um círculo em relação ao seu raio R no instante em que 
R=5m. 


Um reservatório de água tem a forma de um 

cone de altura H = 8 m e diâmetro da base 

d = 4 m como indica a figura. O reservatório 

está sendo enchido à razão de 0,015 m'/s. 

Calcule a taxa de variação da altura h do ni- , 

vel da água em função do tempo, no instante l Se imaginarmos o gráfico de uma função contínua como uma linha sem saltos 

4 a EE: ou interrupções, é fácil “acreditarmos” que o teorema deve ser válido. No entanto 
a demonstração desse teorema é muito complexa e, assim, não a daremos aqui 
(O leitor poderá encontrar essa demonstração em livros de Cálculo Avançado). 
Vamos apenas dar alguns exemplos para ressaltar as hipóteses do teorema. 


Exemplo 1 


Consideremos a função f definida 
por f(x)=x?+2 e o intervalo fechado 
[-1; 1]. Temos uma função contínua em 
um intervalo fechado. Portanto essa fun- 
ção deve ter ponto de máximo e ponto de 
mínimo nesse intervalo. Há dois pontos 
de máximo que são os números 1 e —1 Consideremos o caso em que xo é ponto de máximo relativo. Isto significa 
e o valor máximo correspondente é o ; que existe uma vizinhança V de xo de modo que para qualquer x e V temos 
número 3. Há um ponto de mínimo que 
é o número O e o valor mínimo correspon- fx) < f(xo) 
dente é o número 2. 


Demonstração 


f(x) — fixo) < O 
Exemplo 2 | Assim, para x>xo temos 


Consideremos agora a função defini- Eles (tio <0 
da por f(x) =x? +.2 e o intervalo aberto Rg 
]-1; 1[. Temos uma função contínua 
num intervalo aberto. Portanto o teorema fixo) = lim sh Ho) <o (1 
não garante que haja ponto de máximo e rot  X—Xo 
ponto de mínimo nesse intervalo. De fato, 
é fácil perceber que a função assume um 
valor mínimo nesse intervalo (que é o nú- 


mero 2), mas não tem valor máximo. |, Hx) — flxo) >0 
X—Xo 


pois, já que f é derivável em xo, podemos garantir que existe f,(xo). Se x <Xo, 
temos 


(xo) = lim fe) — flxo) >0 
ê K%0— X—Xo 
maangs Como f é derivável em xo, devemos ter 


Seja a função f definida por 
8 om jo ulto) = (xo) q) 


1 
fx) anpéta, X 0 Assim, de I, II e III concluímos que f'(x9) = 0. 


f(x) = 0, para x=0 ; De modo análogo se prova o teorema para o caso em que xo é ponto de mínimo 
relativo. 

eointervalo fechado [ —2; 2]. Ointervalo Geometricamente, o significado do 

é fechado, mas a função não é contínua j teorema de Fermat é que.nos pontos de 


nesse intervalo. Assim, o teorema não 
garante a existência de ponto de máximo 
e ponto de mínimo nesse intervalo. De 
fato, é fácil perceber que a função não 
assume valor máximo nem valor mínimo 
nesse intervalo. 


máximo ou mínimo relativo em que a fun- 
ção seja derivável a tangente ao gráfico da 
função é paralela ao eixo Ox, como ilustra 
a figura ao lado, onde x, é ponto de mí- 
nimo relativo e x, é ponto de máximo re- 
lativo. 


Observações 


Demonstração ( ) 


Sendo f contínua em [a; b], pelo teorema de Weierstrass podemos garantir 
que ftem um máximo e um mínimo em [a; b]. Se o ponto de máximo é um ponto E 
xo € Ja; b[, de acordo com o teorema de Fermat teremos f'(xo) = O (figura a). 
Se o ponto de mínimo é um ponto x, E Ja; b[, novamente, de acordo com o teo- 
rema de Fermat, teremos f'(xo) = 0 (figura b). 


1.) O recíproco do teorema de Fermat 
| não é válido, pois é possível termos 
| f'(xo) = 0 sem que x, seja ponto de 
lo máximo ou mínimo relativo. Consi- 
| deremos por exemplo, a função 
f(x) =x), É fácil concluir que 
f(0)=0, mas o número O não é 
ponto de máximo nem de mínimo 
relativo, como ilustra a figura ao 
lado. 


Uma das hipóteses do teorema de Fermat é que a função f seja derivável no 
ponto xo considerado. Portanto nada é afirmado para o caso em que F(xo) 
não existe. Na realidade, quando f'(xo) não existe, pode acontecer que Xo 
seja ponto de máximo ou mínimo relativo, mas pode acontecer também que 
não seja nem ponto de máximo nem ponto de mínimo relativo. Assim, por 
exemplo, a função representada na figura a, a seguir, tem um ponto de má- 
ximo relativo que é o número 2 e no entanto não existe f'(2). Como outro 
exemplo, podemos citar a função f(x) = Ja (figura b). Neste caso não existe 
f(0) e o ponto O não é nem de máximo nem de mínimo relativo. 


Se tanto o valor máximo como o valor mínimo forem atingidos nos extremos | 
de [a; b], como f(a) = f(b), a função f é constante, e, assim, para qualquer 
xo € Ja; b[, teremos f(xo) =0 (figura c) 


VW v) 


(Fig. a) (Fig. b) 


Definição 


Observações 


Um ponto x, para o qual f'(xo) = 0, é denominado ponto crítico da função f. 

De acordo com a primeira observação acima, um ponto crítico pode ser um 
ponto de máximo ou mínimo relativo, mas também pode não ser nem ponto 
de máximg, nem de mínimo relativo: 


1.º) A hipótese do teorema de Rolle, de que f é derivável em Ja; b[, é importante, 
pois sem ela não poderíamos aplicar o teorema de Fermat. Assim, por exem- 
plo, para a função representada na figura d, não há nenhum xe Ja; b[ 
para o qual f'(xo) = 0, pelo fato de a função não ser derivável no intervalo 


Ja; b[. 


t 


15.4 — TEOREMA DE ROLLE 


2.º) Satisfeitas as hipóteses do teorema de 
Rolle, este afirma que há pelo menos 
um ponto xoe Ja; b[, tal que 
f'(xo) = 0. Isto quer dizer que pode 
haver mais de um ponto cuja de- 
rivada seja nula, como ilustra a 
Figura e. 


o GE pa 


15.5 — TEOREMA DO VALOR MÉDIO 


Demonstração 


Consideremos a função g dada por 


so0 = ti = [te - | (a) 


j É fácil concluir que g é continua em [a; b] e derivável em Ja; b[, pois o mesmo 
* ocorre com as funções f(x) e h(x)=x—a. Por outro lado, temos: 
f(b) — fi 
(a) = f(a) — ES (a-a) = fla) 


f(a) 


s6) = 16) - [DMD o a) = 16) 


- 


donde concluímos que g(a) = g(b). Assim, de acordo com o teorema de Rolle, 
existe xo 6 Ja; b[ tal que g'(xo)=0, isto é 


f(b) — fi 
g'(xo) = F(xo) — E =0 


Portanto 


—fb-fa) 


f(xo) PEA 


Observações 


1.º) A figura a seguir nos ajuda a dar uma interpretação geométrica do teorema 
do valor médio. O número 


f(b) — fa) 
b-a 


é o coeficiente angular da reta r que 
passa pelos pontos (a; f(a)) e (b; f(b)). 
Por outro lado, f'(xo) é igual ao coe- 
ficiente angular da reta t tangente ao 
gráfico da função, no ponto de abs- 
cissa xo: Assim, a igualdade 


f(b) — f(a) 
b-a 


(xo) = 


significa que a reta t é paralela à 
reta r. 


2.º) Dada uma função f, a taxa de variação média de f no intervalo [a;b] éiguala 


f(b) — f(a) 
b-a 


ea taxa de variação instantânea de f no ponto xo é igual à f'(xo), como já 
havíamos mencionado no capítulo anterior. Assim, o teorema do valor médio 
afirma que, se fé contínua em [a; b] e derivável em Ja; b[, existe pelo menos 
um xo € Ja; b[ tal que a taxa de variação instantânea de f no ponto xo é igual 
à taxa de variação média de f no intervalo [a, b]. Daí vem o nome teorema 
do valor médio. Um exemplo fisico interessante é o caso da velocidade escalar. 
Suponhamos que o espaço de uma partícula em função do tempo seja dado 
pela função f. A velocidade escalar média da partícula, no intervalo de tempo 
[t;; to], é dada por 


ME ft)-fto) 
At Et 


e a velocidade escalar instantânea da partícula num instante to é dada por 
v = (to) 


Portanto, de acordo com o teorema do valor médio, em pelo menos um 
instante to € ]t;; ta[, a velocidade escalar instantânea foi igual à velocidade 
escalar média no intervalo [t,; t,]. Assim, por exemplo, se a velocidade 
escalar média de uma partícula, em um dado intervalo de tempo, foi igual a 
40 km/h, em pelo menos um instante desse intervalo sua velocidade escalar 
instantânea foi igual a 40 km/h. 
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Sabemos que, se uma função f é constante, sua derivada é nula. Cabe então 
a pergunta: “Se f'(x) = O para todo x pertencente a um intervalo, podemos con- 
cluir que essa função é constante nesse intervalo?” A resposta é “sim” e ela é 
justificada a seguir, no corolário 1 do teorema do valor médio. 


Corolário 1 


Demonstração 


Sejam x, e x, dois pontos quaisquer de [a; b], com x, <x,. Então, de acordo 
com o teorema do Valor Médio, existe x e ]x,;x2[ tal que 


= 165) ft) 


X2—X 


f(x) 


Mas f'(x)=0 para todo xe Ja; b[. Portanto, 


0 = 63) fix) 
X2—X 
donde 
fx) = fx1) 
Concluímos então que o valor de f é o mesmo para dois pontos quaisquer do 
* intervalo [a;b], o que significa que f é constante no intervalo. 


Corolário 2 


;b] 


e um ce 


Demonstração 


Consideremos a função h definida por h(x) = f(x) — g(x). 
A função h é contínua em [a; b] e derivável em Ja; b[, pois fe g o são. Como, 
para todo xe Ja; b[, temos f(x) = g'(x), concluímos que h'(x) = f'(x) — g'(x) = 0 
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. 
para todo x e Ja; b[. Portanto, de acordo com o corolário 1, a função h é constante 
no intervalo [a; b], isto é, existe celR, tal que 
h(x) = c 

ou 

fx) — g(x) = c 
ou ainda 

fo) = glx) + e 
para todo xe Ta; b]. 

Os corolários 1 e 2 terão aplicações importantes no capítulo 16. 


15.6 — DERIVADAS E CRESCIMENTO DAS FUNÇÕES 


Demonstração 


Faremos apenas a demonstração da parte A do teorema; a demonstração 
da parte B é análoga. a 

Consideremos dois pontos x, e x, do intervalo Ja; b[, com x; <x,. Se f(x) > O 
para todo x € Ja; b[, concluímos que f é derivável em Ja; b[. Portanto, de acordo 
com o teorema do Valor Médio, existe xo € ]x,; x2[ tal que 


ro = St tos) 
X2—X 
Mas, como f'(x) > O para todo x e Ja; b[, devemos ter f'(xo) > O e, portanto, 


of) o q 
-X2—X1 


Lembrando que x, >x,, a desigualdade I nos conduz a 


f(x) — f(x,)) > 0 
ou 
f(x) > f(x1) 


Vemos então que para x, > x,, temos f(x2) > f(x,), o que nos leva a concluir que f 
é crescente no intervalo dado. 


2m 


| 
| 
| 
| 
| 


As figuras a seguir ilustram o teorema. Nas figuras a e b, vemos que a reta 
tangente ao gráfico de f num ponto qualquer tem coeficiente angular positivo, 
isto é, f'(x) > 0. Assim, a função é crescente, Nas figuras c € d, vemos que a reta 
tangente ao gráfico de f num ponto qualquer tem coeficiente angular negativo, 


isto é, f(x) <0. Assim, a função é decrescente. 
| tica o | ti) >o 


(Fig. a) (Fig. b) 
Ba fix) <o 
f(x) <0 
(Fig. c) (Fig. d) 


Devemos observar que o recíproco do teorema não é válido, isto é, não é 
verdade que 


f é crescente > f(x) > O 
f é decrescente => f(x) < 0 


Consideremos, por exemplo, a função f 
representada na figura e. A função fé cres- 
cente e, no entanto, no ponto x, a reta 
tangente ao gráfico é paralela ao eixo Ox, 
isto é, f'(xo)=0. É fácil perceber então 
que as implicações corretas são 


f é crescente => f(x) > 0 
f é decrescente => f(x) <0 


desde quê f seja derivável no intervalo considerado. 


Exemplo Y 
A função f:IR>IR, definida por fl) =Vx 
f(x) = E, é crescente em todo o seu do- 
— > ———» 


mínio, mas não é verdade que f(x) > Oem x 
todo o seu domínio, pois não existe f'(0). 
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Exemplo 


A função f representada na figura é 
crescente em todo o intervalo [a; b], mas 
não é verdade que f'(x)>O0 para todo 
xeJa:;b[, pois f não é derivável no 
ponto xo. 


Caso em que f é continua em [a; b] 


Se a função f é contínua em [a; b], acompanhando a demonstração do teo- 
rema, vemos que seu enunciado pode ser alterado para: 


A) Se f(x)>0 para todo xe Ja; b[, então f é crescente em [a;b]. 
B) Se f(x) <0 para todo xe Ja; b[, então f é decrescente em [a; b]. 


Exemplo 

A função f representada na figura a é contínua em [a; b] e tem-se f'(x)> 0 
para todo x e Ja; b[. Temos então que f é crescente em [a;b]. A função g re- 
presentada na figura b satisfaz g'(x) > O para todo x e Ja; b[, mas não é crescente 
em [a; b] (embora seja crescente em Ja; b[). Isto pode ocorrer porque g não é 
contínua em [a;b]. 


(Fig. b) 


Exercícios Resolvidos 


15.1) Consideremos a função f:IR>IR definida por f(x) =x? — 6x. 


a) Determine os pontos em que f se anula. 
b) Determine os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente. 


Solução 
a fig)=x-6 > P(W)=3xX—-6 
f(g)=0 = 3x2 -6=0 — x=/20ux= = 
Portanto, os pontos onde f' se anula são x, =/2e xm= dE 
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b) Estudando os sinais de f(x), temos 


Assim 


o achu ou x> 2 


f)<0o -/2<x<2 
Como a função f é continua em todo o seu domínio, temos: 


f é crescente nos intervalos ]- 0; = 2] e [V2; +0f 
f é decrescente no intervalo [—./2; Ni] 


Na figura a seguir temos um esboço do gráfico de f. 


tix)>o 


Fo SO Try =o 
I 


xo 


Máximo relativo Mínimo relativo 
fixo) =0 f'(xo) = 0 


(vi A 


O ponto x, = —/2 é um ponto de máximo relativo e o ponto x, = Je um ponto de 
mínimo relativo. 


Exercícios Propostos 


15.2) Seja f: IR >IR, definida por f(x) =2xº — 24x +8. 
a) Determine os pontos em que f(x)=0. 
kd b) Determine os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente. 


tix) <0 fix) >o 


Fix) Do, f(x) <o 


15.3) Consideremos a função f : IR —>IR, definida por f(x) =xº — 4x? + 4x? + 1. Determine os inter- | 


valos onde f é crescente e onde f é decrescente. 


Xo 
sá Máximo relativo Mínimo relativo 
15.4) Seja f definida por f(x) = + mx? + x + 12. Determine m de modo que a função seja cres- F(xo) x xo 


cente para todo x elR. 


- 


fl)<o tfix)>o 


15.7 — PESQUISA DE MÁXIMOS E MÍNIMOS — APLICAÇÃO 
- AOS GRÁFICOS 


O teorema do item anterior pode nos ajudar a determinar os pontos de Xo 


| 

máximo relativo e mínimo relativo de uma função f. Máximo relativo Mínimo relativo 
Em primeiro lugar determinamos todos os pontos xo para os quais ou Flxo) Flxo) 3 8 
f'(xo) =0, ou não existe f'(xo). Depois aplicamos a regra a seguir, a qual é con- A x 


segiiência imediata daquele teorema. 
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Exercícios Resolvidos 


15.5) Consideremos a função f definida por 


1 
f(x) =q8-W ++] 


Determine os pontos de máximo e mínimo relativo e esboce o gráfico de f. 
Solução 
fxg)= 2" -22 +3%+1 


fg) =x)-4x+3 
Como vemos, f” está definida para todo x elR. 
Vamos então determinar os pontos onde f'(x) = 0. 
f(g)=0 <> x2-4%+3=0 + x=1 oux=3 


O quadro a seguir nos dá o sinal de f'(x) e o comportamento de f para cada x. 


crescente 1 decrescente | crescente 
' ! 


Aplicando a regra estabelecida, vemos que 1 é ponto de máximo relativo e 3 é ponto de 
minimo relativo. 

Para esboçarmos o gráfico de f, podemos calcular f(x) para alguns valores de x nas pr? 
ximidades dos pontos de máximo e mínimo relativo, como mostra a tabela (Se possível, dei- 
minamos os pontos onde f(x) = 0). É interessante também verificarmos o comportamento de f 
no infinito. Neste caso, temos: 


lim f(x) = +00 e lim f(x) = —00 
xe +, 


15.6) Determine os pontos de máximo e mínimo relativo e esboce o gráfico da função f definida por 


fo) =x) — 6x2 + 12x — 7 


Solução ' 
fo) =x] — 6x2 + 12x — 7 
f(x) = 3x? — 12x + 12 


Vemos que f' está definida para todo x elR. 
f()=0< 3X? -Ix+12=00x=2 


f crescente | crescente 


Como f é contínua no ponto 2, concluímos que ela é crescente para todo o domínio, Por 
tanto não há nem ponto de máximo nem ponto de mínimo relativo. Temos também: 
lim f(x) = +20 e lim f(x) = — — 
s=+a RR? 
k ] 
Calculando f(x) para alguns valores de x próximos do ponto crítico x = 2, podemos esboçar 
o gráfico de f, não nos esquecendo de que (2) =0, isto é, para x=2 a tangente ao gráfico é 
paralela ao eixo Ox. Num caso como este dizemos que o ponto 2 é um ponto de inflexão horl- 
zontal 


a =>," 


15.7) Determine os pontos de máximo e mínimo relativo e esboce o gráfico da função f definida por | 


tó = HI. IR Aplicando a regra apresentada na teoria, concluímos que 1 é ponto de mínimo relativo, Na 
realidade, pelo comportamento de f é fácil concluir que | é também ponto de mínimo abiqluio def, 
E. Calculando o limite de f'(x) para x tendendo a 1, obtemos: 
Sol ção [ A 
! = (x) = — 
ft) = 8-2 purista & mea 
1 k ignifi á é i 
rw) = (para x+2) sto significa que no ponto 1 a reta tangente ao gráfico de f é vertical. 
3 Ya -22 Temos também: 
Observamos que não existe x para o qual f(x) =0. Vemos também que f está definida lim f(x) = +00 e lim fx) = 350 
para todo x, com exceção de x = 2. Calculando o limite de f(x) para x tendendo a 2, obtemos: x=—0 sa + 
Z à = Y 
dim f(x) = dim f(x) = +00 1 Calculando f(x) para alguns valores de x próximos do ponto de mínimo, podemos fazer 


o esboço do gráfico de f. 
Isto significa que a tangente ao gráfico de f, no ponto 2, é vertical. 
Vemos também que: . Y 


lim f(x) = +00 e lim f(x) = | 


x-+ Arte 


Calculando f(x) para alguns valores de x próximos do ponto 2, podemos esboçar o gráfico. 


h) 15.9) Determine os pontos de máximo e mínimo relativo e esboce o gráfico da função f definida por 


à = E 
x 


| Solução 
& 15.8) Consideremos a função f definida por | 


fg) = Ya-+2 | o) = 2 + (40) 


Determine os pontos de máximo e mínimo relativo e esboce o gráfico de f. 


F(x) = 
Solução 
fg) = Ya? +2 
2 
f(g)=————— (para x£l) | 
& 3yx-1 | e ! 0 1 
A r 4 | T T rea 
Observamos que não existe x para o qual f'(x) =0. Observamos também que f' está de- | PO | qua gg pa E fe ais [o a sbnde É 
finida para todo x, com exceção de x = 1. O quadro a seguir nos dá o sinal de f'(x) e o compor- | ! fo ] 
tamento de f para cada x (O sinal Q significa que f' não está definida). Í f crescente | decrescente | decrescente ! crescente . 
? | ! | 1 
* 1 | Pela regra apresentada, concluímos que — 1 é ponto de máximo relativo e +1 é ponto 
- de mínimo relativo. 
MO [asas [) +54 | Temos também: 
md | lim fx) = +50 lim f ] 
| decrescente | crescente | E = ar (x) = 
! 
A lim f(xy= —>0 lim f(x) = | 
1=0+ s-0- 
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A figura, a seguir nos dá o esboço do gráfico de f. 


el 
al 


15.10) Seja a função f definida por 
2x-1 
x=3 


f(x) = 


Determine os pontos de máximo e mínimo relativo e esboce o gráfico de f. 15.11) Seja a função f definida por 


f(x) = + 12x28 


Solução 
* fx) = 


Ee ' á ER = 
Determine os pontos de máximo e mínimo relativo e esboce o gráfico de f. » 


x—3 


(para x É 3) 
) : 
= Solução 3 
a fx) => x52 + 12x28 
f(x) = (para x £3) (x) 3 x 
Não há nenhum x para o qual f(x)=0. f(x) = x22 + 8x 018 (x 40) 
Observamos que não existe f'(0). 


Temos 


x+8 


E 


f(0) = 328 4 84718 = 1 (x 48) = 


lim f(x) =2 lim f(x) = 2 
s=+m x=—a 

lim f(x) = —» lim f(x) = — 
1=3+ +=3- 


Pelo comportamento de f, vemos que não há ponto de máximo relativo nem minimo 
relativo. A figura a seguir nos dá o esboço do gráfico de 1. 


crescente 


Aplicando a regra apresentada na teoria, concluímos que —8 é ponto de máximo relativo 
e O é ponto de mínimo relativo. Calculemos o lim f(x) para x tendendo a O (que é o ponto para 
o qual não existe f(x): 
lim f(x) = +00 lim f(x) = —o0 
x-0+ x>0— 
Concluímos então que para x = a reta tangente ao gráfico de f é vertical (neste caso é o 
próprio eixo Oy). 
Para esboçarmos o gráfico é útil estudar o comportamento de f para x — oo e calcular as 
raízes de f. 
lim f(x) = +90 


ata 


lim f(x) = —o0 


f(x) =0 e un+ 122850 + «23 (+ 12)-0 1=0 ou x=-20 


fd 15.12) Consideremos a função f definida por 
o fg) =xº — 3x 
:) 
Determine os pontos de máximo absoluto e mínimo absoluto de f, no intervalo [5 4] 
Solução 
fx) =x)—3x 
as fo) =3X2—-3 


Tanto f como f' são contínuas em todo o intervalo dado. 


f()=063%-3=0x=1I oux=-1 
Observemos que os números | e — 1 são interiores ao intervalo dado. 
x =1 º 
T T 
f(x) +++ 0 --- Q +++ 
smp 
f crescente | 


decrescente | crescente 
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De acordo com a regra apresentada na teoria, concluímos que — | é ponto de máximo 
relativo e 1 é ponto de mínimo relativo. Temos: 


K-D=2 e (D)=-2 YA 


Calculemos os valores de f(x) nos ex- 
extremos do intervalo: 


3 9 5 65 

Mp je ph 

( puE ( 2 ) E 
Fazendo o esboço do gráfico de f, con- 
cluímos que o número 1, além de ser ponto 


de mínimo relativo, é também o ponto de mí- 
nimo absoluto de f no intervalo dado. Con- 


ig 
E 


" 5 
cluímos também que o número E é o ponto 


de máximo absoluto de f no intervalo dado. 
No intervalo dado, o mínimo absoluto de f é 
65 


' 
| 
-2 e o máximo absoluto de f é z: a 


Exercícios Propostos 


Para cada função dada nos exercícios de números 15.13 a 15.30, pedem-se: 

a) pontos de máximo relativo; 

b) pontos de mínimo relativo; 

c) esboço do gráfico. ( 


15.13) o) =x) —-3x + 4 15.14) f(x) = —x2+6x— 5 


15,15) f(x) = x*—-2x2+3 15.16) fx) =x* — 4x) + 5 


15.18) fo) = Y=x+2 


1517 fx) =3xº — 53 +1 


Ee 
15.19) fo) = YR = + 1 15.20) fl) = ás 
15.21) wo 15.22) fo) = 
x x2—-3x 
15.23) fx) 15.24) ft) = 
15.25) fx) =—2 15.26) fo) = —E! 


x+1 


15.27) f(x) = 23º + 4x2 15.28) f(x) = ato — ue 


15.30) f(x) = x/3—x 


15.31) Consideremos a função f definida por f(x) =x? — 3x + 4. Determine os pontos de máximo 


15.29) f(x) =uta — 6xiit 


absoluto e de mínimo absoluto dessa função no intervalo [- EP 5 
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15.8 — PESQUISA DE MÁXIMOS E MÍNIMOS — USO DA 
DERIVADA SEGUNDA 


No item anterior vimos um método de pesquisa de máximos e mínimos rela- 
tivos que se baseia no estudo da derivada primeira da função dada. Veremos 
agora um outro processo, que às vezes é de grande utilidade, baseado na derivada 
segunda da função dada. 


Teorema 


é ponto de mínim 


ponto de 


Demonstração 
A) Pela definição de derivada, temos 


im 1 Go +) — (xo) 


dono ai 


Mas, como por hipótese f'(xo) =0, vem: 


f(xo + h) 


Poj= 1a 


Supondo que f“(xo) > 0, a igualdade (I) nos diz que, para h suficientemente 
pequeno, devemos ter: 
se h>0, f(xo+h)>0 
se h<o0, f(xo+h)<0 


Mas, de acordo com a regra do item 15.7, isto significa que Xo é ponto de 
mínimo relativo. 


B) A demonstração deste caso é análoga à do caso A. 


Exemplo 
Consideremos a função f definida por f(x) =x? — 3x. Temos 
f(x) =3x2 —3 
f()=0<3)%-3=00x=1 ou x=-1 


6 Veja o exercícios 4.12. 
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Amsim, os pontos le — 1 são “candidatos” 
a ponto de máximo e ponto de mínimo 
relutivo. Tentaremos decidir através da 
derivada segunda de f. 


EG) = 6x 
r(1D)=6>0 
M=ij==60 


xy 


27— 


Como f(1)>0, concluímos que o número 1 é ponto de mínimo relativo; e, 
como [(— 1) <0, concluímos que o número — 1 é ponto de máximo relativo: 


Olservações 


[.º) Pode acontecer que, além de f'(xo) = 0, tenhamos também f''(xo) = 0. Neste 
caso o teorema acima não nos informa o que acontece no ponto xo. Na reali- 
dade, neste caso o ponto xo poderá ser um ponto de máximo relativo ou um 
ponto de mínimo relativo ou nenhuma das duas coisas, conforme ilustram as 
funções ()=(x—2)*+3, )=-—(x—2)*+3 e (x)=(x—2)+1, cujos 
gráficos estão esboçados nas figuras a, b e e. 


YA 


a )=6-9"+3 DiO=-K-D4+3 JW=K-D+1 


Para as três funções dadas, temos f'(2) = 0 e f”(2) = 0, mas no caso a o número 
2 é ponto de mínimo relativo, no caso b o número 2 é ponto de máximo 
relativo e no caso e o ponto 2 não é ponto de máximo nem ponto de mí- 
nimo relativo. 


2.'y Quando ocorre f'(xo) = O e ['(xo) = 0, para decidirmos o que ocorre no ponto 
xo podemos recorrer ao método da derivada primeira (apresentado no item 
anterior) ou a um método mais geral, o qual é estudado em Cálculo Avançado. 


3.º) O teorema apresentado acima também não nos ajuda a obter os máximos e 
mínimos relativos que ocorrem em pontos onde a derivada não existe. Nestes 
casps recorremos ao método da derivada primeira. 


15.32) Consideremos a função f definida por 
f(x) =" —2X2 +3x+1 
Detérmine os pontos de máximo relativo e mínimo relativo. 
Solução 
f(x) =[0-224m+ 


f(x) =x2-4x+3 (existe para todo x) 
q) =2x—4 


f(x) =0<x2-444+3=0 > x=1 ou x=3 


Temos então f'(1) = 0 e f'(3) = 0. Para decidir se os pontos 1 e 3 são pontos de máximo ou mí- 
“nimo relativo, usamos a derivada segunda. 
od =Yl)-4=-2<0 
(3) =23)-4=2>0 
f(1) <0 = 1 é ponto de máximo relativo 
f'(3) > 0 = 3 é ponto de mínimo relativo 


" 


Exercícios Propostos 


Para as funções dadas nos exercícios de números 15.33 a 15.36, pedem-se: 
a) pontos de máximo relativo 
b) pontos de mínimo relativo 


15.33) f(x) = —2x)— 3x2 + 12x +7 


15.34) ft) = —x24+6x—5 


15.35) 16) = xt 20243 


3 


15.36) f(x) = -— +36x— 1 


- 


15.9 — MÁXIMOS E MÍNIMOS: ALGUMAS APLICAÇÕES 


A pesquisa de máximos e mínimos tem aplicações interessantes tanto na 
Matemática como na Física. Nos exercícios a seguir teremos oportunidade de 
ver algumas dessas aplicações 


Exorcício Resolvido 


15.37) Determine dois números positivos cuja soma é igual a 45, de modo que o produto de um deles 
pelo quadrado do outro seja máximo. 


Solução 
Sejam x e y os números procurados. 
Temos: 
x+y=45 
ou 
y=45-x 


Sendo P o produto de um deles pelo quadrado do outro, temos: 
P=yx=(45-xx2 = —xº + 45x? 
Devemos agora procurar o valor de x para o qual P tem valor máximo, isto é, devemos obter 
o valor máximo da função f dada por f(x)=P= —x? + 45x? 
Tentemos o processo da derivada segunda. 
f(x) = —3x? + 90x 
f(x) = —6x + 90 
fg) =0< -3%X +90x=0<x=0 ou x=30 
Em vista do enunciado do problema, é fácil concluir que a solução x = O não serve. Vamos 
agora verificar se o número 30 é ponto de máximo ou de mínimo. 
f"(30) = —6(30) + 90 = —90 < 0 
f"(30) < 0 = 30 é ponto de máximo relativo / | 


Resta verificar se 30 é também ponto de máximo absoluto. Fazendo o estudo 'do sinallda 
derivada de f, obtemos: 


di 


crescente decrescente 


epmpepeliaa 
a 
I 


| decrescente 


Porém, levando-se em conta que x e y são números positivos, tais que x + y = 45, con- 
cluimos que 0<x<45. 
Assim, temos: 


3 | 0 30 45 
a | 

fe) | eb - | 
e + 

f | crescente | decrescente | 
1 ! 


Observamos entãc que, dentro do intervalo JO; 45[, à esquerda do ponto 30, f é sempre crescente 
e, à direita do ponto 30, f é sempre decrescente. Portanto, dentro do intervalo considerado, o 
ponto 30 é ponto de máximo absoluto. 

Devemos ter então x =30, donde concluímos que y = 15 (pois x+y=45). Assim, os 
números procurados são 15 e 30. 
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Observações 


1.º) De modo geral, nos problemas analisados neste item, procuramos representar 
a grandeza da qual se quer achar o valor máximo ou mínimo através de uma 
função de apenas uma variável. 

2.º) Nos problemas dos tipos que estamos analisando neste item, às vezes pode 
ser muito trabalhoso (ou difícil) determinar se um ponto crítico é ponto 
de máximo relativo ou mínimo relativo; do mesmo modo, pode ser traba- 
lhoso verificar se o ponto de máximo (mínimo) relativo é também ponto de 
máximo (mínimo) absoluto. Em casos como esses, às vezes é possível tirar- 
mos a dúvida através de uma análise geométrica ou física do problema. 


Exercícios Resolvidos 


15.38) Um homem está em um barco sobre um lago, 
em um ponto P situado a 10km da margem Te 
10km 


do lago, a qual é reta, como ilustra a figura. 
Na margem do lago há uma casa, sobre um 
ponto A. O homem vai de barco até um 
ponto B da margem e de lá prossegue a pé 
até a casa. Sabendo que a velocidade do bar- 
co é 12kmy/h e que a velocidade do homem é 
13kmy/h, determine a posição do ponto B, 
de modo que o trajeto total seja feito no 
menor tempo possível. 


Solução 

Seja x a distância entre os pontos C e 
B da figura ao lado. Aplicando o teorema 
de Pitágoras ao triângulo PCB, concluímos 
que a distância entre os pontos P e B é 
x? + 100. Sejam At, e At,, respectiva- 
mente, os intervalos de tempo para ir de Pa B 


Baa, 
ess ET 
CSS: Rd 


Temos: At, = TZ 


Portanto, o intervalo de tempo total At é dado por: 
Vx2+100 30-x 
At=T— + 
12 13 

Podemos considerar então a função f, definida por 
Vx2+100 30-x 

E “Cm 
para O «x < 30. Como queremos que At seja mínimo, devemos procurar o ponto de mínimo de f. 


Pp 
i 
I 
I 
I 
| 


f(x) = 


f(x) = 


100 


— 12624100) x + 100 


f(x) 


Mesmo sem efetuar os cálculos, é fácil perceber que f'(24) >0, donde conclulmos que 
24 é ponto de mínimo. 
Se x=24 km, então 30—-x=6km. Portanto, o ponto B deve estar a 6 km da casa, 


[5.19) Ás 15 horas, um navio A está a 130km a leste de um navio B. O navio A move-se para oonto 
a 20 km/h e o navio B move-se para o sul a 30 km/h. 
A) A que horas a distância entre eles será mínima? 
B) Qual é a distância mínima entre eles? 


Solução 

a) As velocidades dos navios A e B são respectivamente iguais a 20 km/h e 30 km/h. Assim, 
em t horas, as distâncias percorridas pelos navios A e B serão, em quilômetros, respectivamente 
iguais a 20t e 30t. A figura a mostra as posições dos navios às 15 horas e a figura b mostra as 
posições dos navios t horas depois. 


p— = 
130km 130 - 20t 20t 
ie is Su ao -— — — = 
20km/h To AAA 
Bp======——— a - 
A a | SER 
lh RS é 
By 
30 km/h d 
(Fig. a) (Fig. b) 
Seja d a distância entre os navios, t horas depois das 15 horas. Da figura b tiramos: 
d? = (30)? + (130 — 208)? (D 


Queremos que a distância d seja mínima. Mas, levando-se em conta que 'a distância é 
um número não negativo, quando d for mínimo, d? também será mínimo. Assim, para facilitar 
os cálculos, vamos procurar o valor mínimo de d?2, isto é, vamos determinar o ponto de mínimo 
da função f definida por f(t) = (30)? + (130 — 20t)2. 


Temos: ” 
Ft) = 2(30t) (30) + 2(130 — 20t) (—20) 
ou 
Pt) = 60(30t) — 40(130 — 20t) 
Assim, 


()=0 < 60(30t) — 40(130 — 20) = 0 <> t=2 


Estudando os sinais de f(t) ou através de f'(t), é fácil concluir que o número 2 é ponto de 
mínimo da função f. Portanto, a distância mínima entre os navios ocorre 2 horas depois das 
15 horas, isto é, às 17 horas. 


b) Vimos que d? = (30t)? + (130 — 20t)2. Para t=2 temos: 
d? = 60? + (13040)? = 11 700 


d = 11700 = 30/13 


Portanto, a distância mínima entre os navios é igual a 30,/13 km. 


ou 


15.40) Determine o raio e o ângulo central de um setor circular de perímetro 12 m, de modo que sua 
área seja máxima. 
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gi a 


Solução 


Consideremos o setor circular som- 
breado na figura. Sendo 6 medido em ra- 
dianos, o arco ÁB tem comprimento f, onde 
?=6+ R. Portanto, o perímetro desse setor 
é igual a 2R +0R, isto é, 


2R + 6R = 12 (1 
A área A do setor circular é dada por: 
2" 0-R-R OR? 


-> 


E é 1 
Da igualdade (1) tiramos 6 -=E-2 Substituindo em (II), obtemos: 
12 R? 
À dm ca E — R2 

A (x 2) 7 6R-R 
Devemos então procurar o ponto de máximo da função f definida por I(R) =6R — R?, 
Temos: 

HR) =6-2R 
(R)=0+ 6-2R=0R=3 

Para decidirmos se o número 3 é ponto de máximo ou de mínimo usamos a derivada segunda. 


ii tes 2 
f(3)=-2<0 


Como f"(3) <0, concluímos que 3 é ponto de máximo. Assim, 
R=3m 
Substituindo em (1), obtemos: 


8 = 2 radianos 


15.41) Determine o raio da base e a altura de um cone circular reto circunscrito a uma esfera de raio 
R=4m, de modo que o volume do cone seja mínimo. 


Solução ê 


Sejam r e h, respectivamente, o raio da base e a altura do cone. De acordo com a figura 


temos: 

h=x+R=x+4 (1 
Aplisando o teorema de Pitágoras ao triân- Pp 
gulo retângulo POC, obtemos / 


PC=/x-R? = /xº-16 


Da semelhança dos triângulos POC e PAB 


tiramos: h 
PA PC q 
AB OC 
ou 
x+4 x2— 16 
A TES 8 


donde 


4(x +4) 


Sendo V o volume do cone, temos: 
Tr 
V=>"h 
3 r 
Substituindo (1) e (IX) em (III), temos... 


z E 


sr 
x? — 16 


3 


k 
[rora- 


[ui] 
(UI) 
167 (x + 4)? 
3(x — 4) 


Devemos então obter o ponto de mínimo da função f definida por 


— l6m(x+ 42 
(= 36-57 
observando (veja figura) que x > 4. 
Temos: 
Te l6m x? 8x — 48 
W="5"4-97 
xº-8x—48 


f(x) =0 <> 


(x— 4)? 


O valor —4 obviamente não nos serve; ficamos então com o ponto crítico 12, Fazendo 
o estudo do sinal de f'(x) e observando que devemos ter x > 4, concluímos que 12 é ponto de 
mínimo. Portanto, temos x = 12. Substituindo em (1) e (Il), obtemos: 


r=4/2m e 


=0< x=-4 ou x=12 


h=I6m 


Exercícios Propostos 


15.42) Determine dois números positivos cuja soma é igual a 8, de modo que seja mínima a soma do 


quadrado do primeiro com o cubo do segundo. 


2 


15.43) Determine o ponto do gráfico de y = 


que está mais próximo do ponto (1; 2). 


15.44) Um homem está em um barco sobre um lago, em um ponto P situado a 8 km da margem do 
lago, que é reta, como ilustra a figura. O homem vai de barco até um ponto B da margem e de 


lá prossegue a pé até o ponto A. Sabendo 
que a velocidade do barco é 3 km/h e que 
a velocidade do homem é 5 km/h, determine 
a posição do ponto B de modo que o trajeto 
total seja feito no menor tempo possível. 


8km 
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15.45) Ao meio-dia, um navio A está a 100 km ao norte de um navio B. O navio A move-se para o sul 
a 20km/h e o navio B move-se para leste a 10 km/h. 


a) A que horas a distância entre eles será mínima? 
b) Qual é a distância mínima entre eles? 


15.46) Determine o raio R eo ângulo central 6 de um setor circular de perímetro igual a k de modo que 
a área do setor seja máxima. 


15.47) Determine as dimensões de um retângulo de área 64 m? de modo que seu perímetro seja mínimo. 
15.48) Determine as dimensões de um retângulo de perímetro 20 m de modo que sua área seja máxima. 


15.49) Um indivíduo pretende construir um gali- 
nheiro retangular usando um muro como um - Muro 
dos lados do retângulo. Sabendo que ele dis- 
põe de material suficiente para construir 400 
metros de cerca, determine as dimensões do 
retângulo de modo que sua área seja máxima. 


15.50) Determine as dimensões do retângulo de área 
máxima que pode ser inscrito em um semi- 
círculo de raio R. 


15.51) Determine as dimensões de um trapézio ins- 


crito num semicírculo de raio R de modo 
que seu perímetro seja máximo e calcule / N 
esse perímetro máximo. 

R R 


4 15.52) Determine os lados de um triângulo inscrito 
| em um semicírculo de raio R de modo que j 
á sua área seja máxima. 
E R R 
6 


as 


15.53) Consideremos um triângulo retângulo de ca- 
tetos medindo 6 m e 8 m. Determine as di- 


mensões de um retângulo que tem um de seus id 

lados sobre a hipotenusa do triângulo e os 8 
dois“értices do lado oposto sobre os catetos : E 

de modo que a área do retângulo seja má- / 


xima, 


15.54) Um muro de altura 27 dm está a 8 dm da 
parede lateral de um edifício. Determine o 
menor comprimento L de uma escada cujos L 
extremos se apóiam na parede e no chão do 
lado de fora do muro. 
E 4 
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Nº 


15,55) Uma folha de papel usada para impressão tem área de 900 cm?, As margens na parte superior e 
inferior são de 4 cm e as margens laterais são de 1 cm. Determine as dimensões da folha sabendo 
que a área impressa é máxima. 


15.56) Um pedaço de arame de comprimento L é cortado em dois pedaços, um dos quais é dobrado 
em forma de círculo e o outro é dobrado em forma de quadrado. Como deve ser feito esse corte 
de modo que: 


a) a soma das áreas do círculo e do quadrado seja mínima? 
b) a soma das áreas do circulo e do quadrado seja máxima? 


15.57) Determine o raio da base e a altura de um cone circular reto, inscrito em uma esfera de raio R, 
de modo que o volume do cone seja máximo. Calcule esse volume máximo. 


15.58) Determine o raio da base e a altura de um cilindro inscrito numa esfera de raio R de modo que 
o volume do cilindro seja máximo. 


15.59) Determine o raio da base e a altura de um cilindro circularkreto, de área total igual a 30m?, de 
modo que seu volume seja máximo. 


15.60) Determine o raio da base e a altura de um cilindro circular reto, de volume V = 167 mº, de modo 
que a sua área total seja mínima. 


15.61) Um cone circular reto está inscrito numa esfera de raio R, Calcule o raio da base e a altura do 
cone, sabendo que-sua área lateral é máxima. 


15.10 — DEMONSTRAÇÃO DA REGRA DE L'HOSPITAL 


Neste item faremos a demonstração da regra de L"Hospital que foi apre- 
sentada no capítulo 14. Porém, para essa demonstração, precisamos do teorema 
do valor médio de Cauchy, que será demonstrado a seguir. 


Teorema do Valor Médio de Cauchy 


funç 


um Xo E 


Observemos que: 
1.º) Se g(a) + g(b) e g'(xo) £ 0, a equação acima pode ser transformada em: 
fo) -fo) Fo) 
e(b)-gla) gí(Xo) 
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A 


2.º) Se a função g for a função identidade, (isto é, g(x) =x, para todo x) teremos 
gx) =1, egb)=b e gaj=a 
Assim, obtemos o teorema do valor médio demonstrado no item 15.5 


f(b) — f(a) 


1 ) 
f'(x0) = ———— 
hi 
Demonstração 
Consideremos a função h definida por 
| h6x) = [Le(b) — ela) o) — [f(b) — f(a)] gx) (1 
ia A função h é contínua em [a; b] e derivável em Ja; b[, pois fe go são. Observemos 
ainda que: 
po = f(a) g(b) — f(b) g(a) 
h(b) = f(a) g(b) — f(b) g(a) 
isto é, h(a) =h(b). Assim, de acordo com o teorema de Rolle, existe xo€ Ja; b[, 
tal que h'(xo) = 0. Portanto, tendo em conta a equação (1), temos 


h'(xo) = [e(b) — g(a)] f'(xo) — [f(b) — f(a)] g/(x0) = 0 
donde, 


[e(b) — g(a)Jf(xo) = [f(b) — f(a)] g/(x0) 


Regra de L'Hospital 


Demonstração 


| 
' Observemos gue o teorema não exige que existam f(a) ou f(b) e também 
não se refere aos valores de f(a) e f(b). Em qualquer caso, redefinimos fe g de modo 


que f(a)=g(a)=0, casim fe gt - í i 
dg a & tornam-se contínuas no ponto a (pois, 
x=a x=a 
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N 


Como existe lim a concluímos que existe uma vizinhança V de a, com 
x-a X 


V=Ja-—s;a+e[, de modo que: 
(1) f(x) e g'(x) existem para todo x e V, com a possível exceção dex=a 
(Il) g(x) £0 para todo xe V, com a possível exceção de x =a. 


Suponhamos inicialmente que a <x<a+s. Das considerações anteriores 
deduzimos que podemos aplicar os teoremas de Rolle e de Cauchy às funções f 
eg, no intervalo [a; x]. Assim, concluímos que g(x) + 0, pois se g(x) = 0, de acordo 
com o teorema de Rolle, existiria pelo menos um xo € Ja; x[, tal que g'(x0) = 0, 
o que contraria a conclusão (II) acima. 

De acordo com o teorema do valor médio de Cauchy, deve existir pelo menos 
um ke Ja; x[, tal que 

Morto O) 


gix)—gla) gi(k) 


ou 
O fo (am) 
six) g(k) 
Sendo a<k<x, se x>a, então k=>a. 


f(x) Fe) 


x Eae 
Como por hipótese existe lim —— , temos que existe lim —— e são iguais. 
Pp pó So ho! q Eos) g 


/ 
[ | . 


Assim, | 


Pão) q O 


lim —— = lim 
a E) da g(k) 
Da igualdade (III) tiramos então: 


JO tiro LO a tim TO 2 jo LO) 


hi = = trio 
EO mel) ag) a 86) 


Exercícios Suplementares 


1.1) Em cada caso a seguir, admitindo que a equação dada represente pelo menos uma função f, 
tal que y = f(x), determine f(x). é ; 
a) cosx +seny =1 
be” +ylnx=cos2x 


WI.2) Usando a regra de L'Hospital, calcule os seguintes limites: 


a ERRA — en 
a) limI>>>— co) lim — 
=o Yl+x—1 soe E 
e+senx—l secx—l 
E ii 
SO) dn 
. 295 


HI.3) Um cubo se expande de modo que sua aresta aumenta à razão de 0,2 cm/segundo. Determine a 
taxa de variação de seu volume, no momento em que sua aresta mede 20 cm. 


11.4) Consideremos a função f: [0;2r]->IR, definida por f(x)=senx +cosx. 


a) Determine os intervalos em que f e crescente. 
b) Determine os intervalos em que f é decrescente. 


1.5) Uma caixa de base retangular e sem tampa é 
construída do seguinte modo: de uma placa 
retangular, de dimensões 8 dm e 5 dm, corta-se 
um pequeno quadrado de cada canto e, em 
seguida, as beiradas são dobradas nas linhas 
pontilhadas. Determine a medida dos lados 
dos'quadrados cortados de modo que o volu- 
me da caixa seja máximo. 


111,6) Determine os pontos de máximo e mínimo relativo da função f definida por 


fx) = eu 32 - 24% 


11.7) Determine os valores de m e n, de modo que a função f, definida por f(x)=x? — 9x2 +ax +b, 
tenha um mínimo relativo igual a 7 para x=2. 


Integração: Noções Básicas 


Capítulo 16 — Noções de cálculo integral 
Capítulo 17 — Técnicas de integração 


Capítulo 18 — A integral definida 
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Capítulo 


Noções de cálculo integral 
"16, 


16.1 — INTRODUÇÃO 


Neste capítulo, entraremos em contato com um dog conceitos fundamentais 
da Matemática: a integral. 

O cálculo da área de figuras planas, cujos contornos sejam formados por 
segmentos de reta, é bastante familiar, mesmo para aqueles menos acostumados 
ao formalismo matemático. No entanto, se os contornos das figuras não são 
formados por segmentos de reta, o cálculo da área não mais parece tão simples. 
Foi esse tipo de problema que, historicamente, fez surgir a noção de integral, e 
será também nossa motivação para introduzir tal noção. Fique claro, porém, que 
são inúmeras as aplicações do Cálculo Integral, não se limitando apenas à deter- 
minação de áreas. 


q 


16.2 — O CÁLCULO DE ÁREAS — FUNÇÕES PRIMITIVAS 


Foi Arquimedes (287-212 a.C.) um dos primeiros a considerar o problema 
de encontrar a área de figuras planas de contornos curvos (ele se utilizou de um 
método bastante interessante: recortava a figura em questão em um material de 
densidade uniforme e comparava seu peso com o de uma figura de área conhecida, 
recortada no mesmo material). 

Quase vinte séculos depois de Arquimedes, a integração foi formalizada; e 
os grandes nomes do Cálculo Integral são Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried 
Wilhelm Leibniz (1646-1716). É a Leibniz que devemos as notações dx, dyefydx, 
até hoje usadas. 

E são as noções básicas da teoria criada por esses dois cientistas que passamos 
a estudar. 

Consideremos uma função f, con- 
tínua e não negativa no intervalo [a; b). 

Vamos supor que exista uma função 
A, definida em [a; b], que forneça, para 
todo x desse intervalo, a área da região 
limitada pelo gráfico de f e pelo eixo Ox, 
no intervalo [a; x). 


Como determinar A? 
Vamos examinar dois exemplos elementares: 


Exemplo 1 — Seja f definida por f(x) =3, no intervalo [a;b]=[2; 6]. 
A área procurada é a de um retângulo de base x— 2 e altura 3. Temos 


A(x) = (x — 2).3 


ou seja 


A(x) =3x— 6 


Exemplo 2 — Seja f definida por f(x)=x + 1, no intervalo [a;b]=[1;4]. 
A área procurada é a de um trapézio de base maior x + 1, base menor 2 e 
altura x — 1. Temos 


apito Da gs t$I0 
2 2 
ou seja v / 


- 


Nestes dois exemplos, foi bastante simples determinar a expressão da função 
área A; nem por isso, eles são menos significativos, principalmente se observarmos 
com atenção os resultados e suas relações com os dados. 


fxg)=3,2a=2>A(x)=3x-—6 


)=x+La=I>Ag=5n 4x5 


Não é difícil perceber que a função A encontrada obedece a duas condições: 


1.º) A(a) = O,-isto é, a área é nula se x = a 
— no exemplo 1: A(2)=3:.2-6=0 

l 3 
— no exemplo 2: A(l) E 2+1 a 0 


2.9) A'(x) = f(x), isto é, a derivada da função área A é igual à função dada f. 
— no exemplo 1: A(x)=3.1-0=3= f(x) 
— no exemplo 2: A) =52:x+ 1-0=x+ 1 = f(x) 


Estas observações sugerem a formulação de um teorema de caráter mais 
geral, que passaremos a apresentar aqui. 


(Propriedade 1) 
( | 

Demonstração À 

1.) A(a) = 0 


Isto é imediato, pois, se x = a, a região sob o gráfico de f reduz-se a um 
segmento de reta e tem, por isso, área nula. 


2.) A'(x) = f(x) 


Consideremos inicialmente o caso x £aex +b. Sejamxex+h,h>0, 
pontos do intervalo aberto Ja; b[. Se A é a função que fornece a área, temos 
que 


e A(x) é a área no intervalo [a; x] 
e A(x+h)éa área no intervalo [a;x + h] 
eS=A(x+h)- A(x) 
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Como f é contínua em [a; b], existem m e M, respectivamente pontos de 
mínimo e de máximo de f no intervalo [x;x + h]º. 

É evidente, então, que o valor da área S “está entre” os valores das áreas 
dos retângulos BCDE e BCFG, ambos de base h e alturas f(m) e f(M), respec- 
tivamente, conforme ilustra a figura. 

Portanto, podemos escrever: 


h-fm)<S<h-iM) 
h-f(m) <A(x+h)- A(x) <h- KM) 
Dividindo todos os membros desta desigualdade por h, vem 


a OA ni < M) (1) 


(O leitor pode verificar com facilidade que a relação (1) é válida, também, no caso 
em que h < 0.) 

Como a área em estudo é a que corresponde ao intervalo [a; x], devemos 
fazer h tender a zero, passando, então, a relação (I) ao limite: 


A(x + h) — A(x) 
h 


f(m) 


lim f(m) < lim 
h>+0 h=>0 


<lim M) (ND) 
h>0 
Devido à continuidade de f, temos 
lim f(m) = f(x) 
h>0 
lim HM) = f(x) 
h>0 
E, da definição de derivada: 


À lim A(x + h) — A(x) 
h=0 h 


= A'(x) 


Fica assim a relação (1): 
fx) < A'(9) < fo) 
Logo, A'(x) = f(x), Yxe Ja; b[. 
Deixamos para o leitor a verificação dos casos x = a ex =b. 
Observações 


19) A função A, se existir, é única. De fato, se a função B também repre- 
sentasse a área no intervalo [a; x], teríamos 


Aaj=0  [Ba)=0 
AQ) = f(x) B'(x) = f(x) 


(*) Veja capítulo 15, item 15.2. 
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para todo 
xe[a;b] 


Mas, então, A'(x) — B'(x) = 0. Esta é a expressão da derivada da função 
dada por 


G(x) = A(x) — B(x) 
Se G'(x) = 0, então G(x) = k (função constante). Ora, em particular temos 


G(a) = A(a) — B(a) = O 


donde k=0 
isto é A(x) = B(x) 
para todo xe[a,b] 


Isto significa que A = B, ou seja, que a função A, se existir, é única. 


2.º) PRIMITIVAS DE f- Considerando apenas a condição (II), é fácil veri- 
ficar que a função A não é única. De fato, toda função G tal que 


G(x) = A(x) + c 
onde c é uma constante real, obedece a condição G'(x) = f(x). Note: 
SG()=[AM) +c] =A(x) +0=A() = f(x) 


Toda função G tal que G'(x) = f(x) num intervalo I (finito ou infinito) é cha- 
mada primitiva de f em 1%), 

Conclui-se, desta maneira, que, existindo A, existe toda uma familia de fun- 
ções G, com G(x) = A(x) + c, tais que G'(x) = f(x), já que e é um número 
real qualquer. No entanto, é fundamental salientar que o conceito de primitiva 
não está vinculado ao cálculo de áreas, valendo também para intervalos em que f 
é negativa, desde que, é claro, G'(x) = f(x). 


Exemplos *' 


a) Sendo f(x) = x?, as funções definidas por 


são algumas de suas primitivas, pois 


À cdi d LR Ry l 
p=, =(— 0=— 3x? =x) = 
(x +e) (5º) + A x f(x) 


te G também é chamada de antiderivada de f. 
t+*) Nestes exemplos, omitimos o intervalo [a; b], porque as funções aqui examinadas são continuas 
em qualquer intervalo fechado onde elas se definem. 
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b) Sendo f(x) = cosx, as funções definidas por 
senx, senx — 3, senx + 2 
são algumas de suas primitivas, pois 


(senx + c)' = (senx)' + 0 = cosx = f(x) 
c) Sendo f(x) = — x > 0, as funções definidas por 


Inx, nx +8, Inx— e 


são algumas de suas primitivas, pois 


(Inx +c'=(Inx)' +0=— = f(x) 


* |— 


Nestes exemplos, as funções primitivas foram determinadas com o auxílio 
das tabelas de derivadas vistas nos capítulos anteriores; podemos, então, montar, 
pelo mesmo caminho, uma tabela de primitivas com as funções mais simples e 
usuais, para ser utilizada em exercícios. 


El E a 

(q +-1) (a>0€eca%1) 
xºt1 
a+l 


(Tabela 1). 
É claro que, se quisermos verificar qualquer elemento desta tabela, basta 
fazer a derivação da função G correspondente. 


Exercícios Resolvidos 


16.1) Calcule a área sob o gráfico de f(x) = x?, no intervalo [o: +] . 
Solução 


” Devemos encontrar a função área A tal 
que 


A()=0 e A) = f(x) 


Esta última condição nos informa que 
A(x) é uma primitiva de f(x) = x2. 


Como as primitivas de funções da for- 
D+ 


a — ã ——— 
ma xº, n É 1, são dadas por ——— +e 


(veja a tabela 1), temos 
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2+1 


2+1 


1 
A = ERRAR 
1 


qeO etsiplito E, sl 


Como A(0) = 0, vem A(0) = 
ls 
Logo ê Ag) = * 


(Agora é possível calcular a área sob o gráfico de f(x) = x? em qualquer intervalo do 


tipo [0; x].) 


3 
Fazendo, em A(x), x = E , encontramos a área no intervalo [o: 4] E 


o ida" 1% 5 
E dl) isenta | OS 
a(5) 3 5) 38 q 


Solução 
Determinemos, inicialmente, a função A, tal que 
a) =0 e Ax)= f(x) =cosx 
Sabemos (veja a tabela 1) que as primitivas de cos x são funções da forma sen x + c. 
Então, devemos ter 


A(x) =senx+c 


Como a(-5) = 0, vem (5) = sen (5) +c=o0, isto é, -[+ c me [AP 


Logo A(x)=senx+ 1. 


' Tr 
(Agora é possível calcular a área sob o gráfico de f(x) = cos x nos intervalos -5 x onde , 


f não é negativa.) 
€ 


xy 


Za 
2 


z 
Fazendo, em A(x), x=0e x = 6 temos: 


área no intervalo [So]: A()=sen0O+1I=0+1=1 


zo x Li x 1 3 
i E ci : = RE [= as 
área no imtervao [ zº =|: a(E) sen el 5) + E) 


; a T|. , E 
Para o cálculo da área no intervalo E é claro que poderíamos determinar uma nova 


função A, tal que A(0) =0 e A'(x) = f(x). No entanto, simplificaremos bastante esse cálculo 

se utilizarmos os resultados obtidos para os dois primeiros intervalos; basta notarmos que a área 

em [o: | é igual à diferença entre as áreas em - Ê =] e - a ê 0). Assim, indicando 
x 


por Séa área em [os a. temos 


(Propriedade 2) 


Nota — Sendo uma consequência imediata da propriedade 1, consideramos desnecessária a 
demonstração desta propriedade 2. 


16.3) Calcule a área da região limitada pelo eixo Ox e pelo gráfico de f(x)=sen x nos intervalos 


[8] [8-3] 


Solução 


Notemos, inicialmente, que f não é positiva nos intervalos dados. Como a propriedade 1 
exige f não negativa, contornamos o problema considerando para os cálculos a função 
F(x) = — f(x) = — sen x (por simetria, vemos que os resultados serão iguais àqueles procurados 
para f(x) = sen x). 


Determinemos, então, A tal que: 
A(n)=0 e A(x)=F(x)=—senx 


Na tabela |, vemos que uma primitiva de sen x é — cos x; portanto, uma primitiva de 
—senx é cosx. Assim, a função A deve ser da forma: 


A(x) = cosx + c 


Como A(x) = 0, vem A(x)=cost+c=0,istoé, -l+c=0,c=1 
Logo, A(x) = cosx + 1 


4 
Fazendo x Er, , temos a área no intervalo [ +] q 


3 gi 
Me 1 ! l= 
A 3) = 08 +l=— E) + l= ) 
4 Mm E E 
Para o cálculo da área no intervalo a Ta utilizamos a propriedade 2: 
id 
E m am a 1 Na | gêrl 
Sala —|= Ea - =D +I-S=D>— E 1,207 
sá=a(S) a(5) [cos tE + ) ar + E) ) 
3 


16.4) Sejam fe g funções contínuas num intervalo I e m e n números reais. 
Mostre que 


(Propriedade 3) 


Temos que q'(x) = f(x) e y'(x) = g(x), e devemos provar que Y'(x) = y(x), isto é, que a 
derivada de my + ny é mf + ng. 
Y'(x) = (mo + ny)'(x) = mo'(x) + ny'(x) = mf(x) + ng(x) = (mf + ng) (x) = y(x) 
Assim, por exemplo, as primitivas de y = 3x* + 2 cos x são dadas por 
5 / 


y=E +2emx+e ) 


pois 


5 q sy .Sx* 
(Er asma re) (5) + (2senx) + 0 = a Ea +2cosx=3x* +2cosx | 


16.5) Calcule a área sob o gráfico de y = 3x? + 2x no intervalo [1; 4]. 


Solução 
Procuremos a função A tal que A(l) = 0 e A'(x) = y (notemos que y > O em (1; 4]). 
Como: x2 +. 
uma primitiva de 3x? é Ti Es 
141 
uma primitiva de 2x é = 22 


l+1 
as primitivas de y = 3x? + 2x são da forma xº + x? + c. Então: 
Ag) =x+x)+e 
Como A(l) = 0, vem A(l) =P +12 +c=0,istoé, c=-— = e, portanto: 
A(xg)=x)+x2—2 E 
Logo, a área no intervalo [1; 4] é 
AM=8+42-2=7 8 
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Exercícios Propostos 


16.6) Determine a expressão da família de primitivas de cada uma das seguintes funções: 


ao GE 3% +2 

b)x2,x+0 ) 6x2 +4x+1 

e 2) x +3cosx, x>0 
d)e* ma -3senx +, x>0 


16.7) Calcule a área sob o gráfico de f(x) = 6x? nos intervalos [1;3], [1;5] e [B:;5. 


16.8) Calcule a área da região limitada pelo eixo Ox e pelo gráfico de f(x) = cos x nos seguintes in- 


tervalos: 
rx REA ES 
» [54] o[m F| a [24] 


+] 


16.9) Calcule a área da região limitada pelo eixo Ox e pelo gráfico de flx)=x2? — 4x + 3 nos intervalos: 


oe] 


16.10) Calcule a área sob o gráfico de f(x) = | + sen x nos intervalos: 


b) [n &| 


16.11) Seja f(x) =cos x, definida no intervalo [a;b] = [0;7], onde a£0 e b>2a. 
Seja, também, G uma primitiva de f tal que G(a) =0. Determine a de modo que G(2a) seja 
igual ao coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de f no ponto x =2a. 


a) [1:3] 


a) [0; 2r] 


16,12) Calcule a área da região compreendida entre as curvas f,(x) = sen x e fs(x) = cos x no intervalo 


[4 


16.13) Calcule a área da região limitada pelo eixo Ox e pelas curvas de equações y = x) — 5x + 6€ 
y=x+K+6 


16.3 — A INTEGRAL INDEFINIDA 


Ficou,claro, no item anterior, que, sendo q uma primitiva de f num intervalo 
I, toda função da forma q (x) + c (onde c é um número real), também é primitiva 
de f. 


A qualquer uma das funções q (x) + c damos o nome de integral indefinida 
de f(x), e a indicaremos pelo símbolo 


fim dx 


Exemplos 


4 
a) fes = +e 


x* p x* 4x 3 
: = 0= = = TX 
pois (5 +<) (5) + 4 (x) 


b) feosxas =senx+c 


pois (senx + c)' = (senx)' + 0 = cosx = f(x) 
c) fes =e+c 


pois (E +c) =(€) +c=e = f(x) 


a fra= [oe=2+0 


pois (x+c=(x) +0=1= f(x) 


Vemos, então, que calcular a integral indefinida de uma função f é encontrar 
uma nova função cuja derivada é f. 


Notas: ) 
1.º) Observe que $ cos x dx pode indicar as primitivas sen x, sen x + 3, senx—8, 
etc. A constante c é, em geral, arbitrária; mas nos problemas e aplicações que 
veremos, encontraremos dados e meios para determiná-la convenientemente. 
2.º) A tabela | de primitivas pode agora ser escrita com a notação de integral: 


(Tabela 2) 
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Exercícios Resolvidos 


donde 
gm) =x? —-3x+c 


16.14) Calcule fro dx nos seguintes casos: 


Para termos (x) =x? — 3x + c > 0, Yxe IR, basta impor que o discriminante A desse 
trinúmio do segundo grau seja negativo: 


a igy=2+3k+1 b) f(x) = 27* | 
e A=b? -4c=(-32 —-4.|.c<0 e . 
ida =9-4<0e-do< So c> | 
oia: x2+1 xt 
a) uma primitiva de f(x) = x? + 3x + | é dada Por; + 3.-—— + 1.x. Então: 9 
id 161 Assim, as primitivas procuradas são dadas por q(x) = x? — 3x + e, onde c > q 
3 2 
[rosas = [oe a + na =5 + E a add 
ea Exaroícios Propostos 
fa 1H) Culeule: 
Sá E ( te h ! In (27! ) 
ag SMS Ape (BP ia n) fra e) [sax 
by fe dx LD) [sra 
16.15) Calcule E dx. 
" e) fo +2)dx 8) fear 
Solução & x 
(e%y EM d) fo + 2)? dx h) fe 2 dx 


end [gras = ET + gnt e ci 
[ UR go é E + (note que In e? = log, e? = 2) 


1.19) Sendo k um real não nulo, mostre que N 
16.16) Determine a primitiva de f(x) = sen x, que se anula para x = 1 

feras E + 
Solução 


imiti x 
Se q(x) é à primitiva (de f(x)) procurada, podemos escrever: 11.20) Determine a primitiva de f(x) = cosx que se anula para x =p. 


Pix) = fon xdx e q (5) =0 16.21) Determine a primitiva q (x) de f(x) = 3x? + 3 de tal forma que o polinômio q (x) — f(x) admita | 

uma raiz dupla. 

Então, temos: y 

ii 

e (x) = [sen xdx=—cosx+c e 16.4 — PROPRIEDADES DA INTEGRAL INDEFINIDA 

Ê 

(o) ( +) =0<— cos ç Fe pisa med Para ampliarmos nossas possibilidades no cálculo de integrais, é conveniente ] 

> d a conhecermos algumas propriedades. 
Logo, p(x) = — cosx + ai Sendo f e g funções contínuas num intervalo I, e m um número real, vamos 


provar que são verdadeiras as igualdades: 
16.17) Determine as primitivas de f(x) = 2x — 3 que são positivas para todo x real. 


Solução 


Se q(x) é uma primitiva procurada, podemos escrever 


pum cado x 
o(s) = fes -3d = (2 a o) +e (Propriedade 4) 
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(em particular, se m = — 


As três propriedades acima estarão provadas se demonstrarmos, generica- 
mente, que 


onde m e n são números reais. 
Vamos, então, à prova desta última propriedade. 
Se q e Y são, respectivamente, primitivas de f e g em I, temos 


fio dx=q(x)+c e [eim dx = y(x) + e; 


Multiplicando ambos os membros da primeira igualdade por m, e os da se. 
gunda por n, vem 


m froo dx=mq(x) +cm e n fem dx = ny(x) + cn 
Somando membro a membro estas duas últimas igualdades, obtemos 
a UR fro dx + n [26 dx = my(x) + ny(x) + cm + con 
“ou seja (fazendo c;m + con = 0): 
m frias span E = (mp + ny) (x) + c (D 
* Como my +.ny, pela propriedade 3, é uma primitiva de mf + ng, é claro que 


(my + ny) (x) + c= Í (mf + ng) (x) dx (1) 


Logo, (1) e (Il) mostram que: 


fm + ng) (x) dx = m froo +n fo dx 


Estão, assim, provadas as propriedades 4,5 e 6. Confirmando, atribuamos 
walores convenientes para m e n nesta última igualdade. 


(m qualquer; n = 0) — fimo dx=m Í f(x) dx 
(Propriedade 4) 
(m=i;n=D) > fe + e) (x) dx = [re dx + fem dx 
(Propriedade 5) 
meigi=o D => [é- gd = [ro sx E 


(Propriedade 6) 
Exemplos 


n) [rsenxas =3 [renas =3(— cosx +) 


b) fe ey dx = — fera = » (e + c) 


j 5 2 x 
o) fe toa = [2rdx + [x a (540) +(5+6:) 
d) J(z o E [= ex+e- (In|x| + c2) 


Observação - Como c, c; e c, são números reais arbitrários, é claro que existe 
um número real C igual a 3c, ou iguala —c, ou iguala c, + c,, ou iguala c, — c;. 
Portanto, os resultados dos exemplos acima podem ser escritos da seguinte maneira: 


u) [rsnsa= — 3cosx + € 


b) [tera = =+C 


o é 


c) feema = +C 


In2 3 
d) [(e-5)as=m-mix+o 
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Exercícios Propostos 


16.22) Calcule: 


a) Is cos x dx d) fe- sent) dt 


b) fe- 3e) dx e) fe cos t) dt 


5) fe «In2) dx 9) fz (x — 3)? dx 


16.23) Calcule: 


b) fe +x* +2senx)dx 


e) [(-e e + sa 
x 


n 
dfa-v2- 0a 9 (emas) a 
16.24) Sendo x um número real, as funções seno hiperbólico e cosseno hipérbólico são definidas pelas 
expressões: 
És Ze 
y=senhx = É ;y = coshx = Ste 


2 


Mostre, então, que: 


a) [senh xdx =coshx +c. 


b) [eosh ae = senha + e 
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Capítulo 


Técnicas de integração 


17.1 — INTRODUÇÃO 


As propriedades estudadas no item 4 do capítulo anterior, apesar de extre- 
mumente úteis e abrangentes, não são suficientes para a solução de vários proble- 
mas de cálculo de integrais. 

Em particular, integrais da forma ro * g(x)dx não têm, de modo geral, 


um cálculo simples; sua determinação exige, quase sempre, um procedimento 
mais sofisticado do que uma mera aplicação daquelas propriedades. 


Para enfrentarmos alguns desses problemas, vamos estudar as técnicas espe- 
cluis de integração mais comuns. N 


17.2 — TÉCNICA |: INTEGRAÇÃO POR SUBSTITUIÇÃO 
Trataremos do cálculo de integrais do tipo 


IE [g(x)] - g'(x)dx 


que pode ser efetuado através da mudança de variável 
gx) =u 
Vamos supor que F é uma primitiva de f, isto é: 


frisos = F(x) +c (1) 


e seja Ga função dada por G(x) = F[g(x)]. 
Temos 


G“(x) = FLg69)] - g'(x) 


G'(x) = flg()] - g'(x) 


ou seja: 
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Isto mostra que G é uma primitiva da função dada por 


Teto] + g'6) 


isto é 
fz «g(x)dx = G(x) + C 
ou ainda: 


frei “elWdx=Flgx)] +Cc (2) 


Observe, agora, que, com a mudança de variável g(x)=u, podemos escrever 


g'(x) -, e a fórmula (2) fica 
à 


frio E) dx = F(u) + C 


Neste momento, todos nos sentimos tentados a cancelar dx no 1.º membro, 


“obtendo a fórmula 


frisao =FW+C (3) 


É verdade que, por enquanto, não demos qualquer significado aos símbolos 
due dx, portanto, tal cancelamento não está teoricamente justificado. Entretanto, 
é fato que a fórmula (3) tem exatamente o mesmo aspecto da fórmula (1), que é 
correta. Em suma, o cancelamento de dx, feito embora mecanicamente, conduz 
a um resultado verdadeiro e é um excelente recurso para facilitar a integração. 


Podemos construir uma regra prática a ser utilizada no cálculo de integrais 
do tipo 


fita * g(x) dx 


substituir u poi 


Exemplos 

|.") Calculemos fsen?x « cos x dx. A maior dificuldade é reconhecer que 
esta é uma integral do tipo fffg(x)] « g'(x)dx. Considere as funções dadas por 
W(X) = sen x e f(x) = x. É claro que f[g(x)] = (sen x)? = sen? x e que g'(x)=cos x. 
Ami: 


fre «g(x) dx = fer x*cosx dx 


Pode-se, portanto, aplicar a regra prática, fazendo 
senx=u 


cos x dx = du 
donde 


4 
ferêxe cosmo = fot edu + 


o, finalmente, voltando a fazer u=senx: 


4 
sen? x 
fer xcos x ds =" +C 


2.º) Calculemos fS(sen xº)x*dx. Neste caso, devemos fazer g(x)=xº e 
f(x) = sen x, donde f[g(x)] = sen xº e g'(x)= 5x. Portanto, fazendo a mudança 
de variável 


=u 
" 5xºdx = du 


obtemos 


fisen xº)x* dx = fo udu = -cosu+C=-cosx*+C 


17.3 — TÉCNICA H: fflax + b) dx (a x 0) 

Esta técnica é um caso particular da Técnica I, que recebe aqui um maior 
destaque, por ser bastante freqiiente em aplicações. 

Se desejamos calcular a integral 


k * flax +b) dx 


basta fazer a mudança de variável 


ax+b=u [a 
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donde 


e daí resulta que 


Exemplos 


(com u=3x+2) e então 


ni —9jé 
e, então, fora neh c=8*-3) e! 


: tesolvidos df 
Ex los 174) Calcule [sen (E ne 4) dx. 
17.1) Calcule fesesras Solução 
aa E ao ty a dim 
Solução Vemos + = 4. com a=—. 
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dx ; 
119) Calcule [E 


Solução 


fe: flax + b) dx = fa 


lemos Ix= |=u, com a=3. 
Potho: 


1 
E 
1.º) Para calcular Jcos (3x + 2)dx, basta escrever fcosudu=senu+C 


Fes (3x + 2) dx = > senu + C=sen (3x +2) + C 


n 


[74 Calcule fcos 8x dx. 


Solução 


lemos 8x=u, com a=8. 
Então: 


2.º) Para calcular (5x — 3)'dx, basta escrever 


4 
e apa r dd A ps =) cos 8x dx = fcos uu 


ih I 
20 | rose ax =—psenu + e = psenta e 


Temos 2x+3=u, com a=2, 
Então: 


h fee aras = furcau 


Luto 


2 quai É 


Então: 


3 


x 
[sen(5 +=) as = 2 fenda 
ES 
fen(5 +5)a =2(—-cosu) +c= —2cos ê +5) + 


2 4 


fes +3dy = 


rs 
ferra -3 ut! te ED Ee 
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a 
17.5) Calcule kê 


Solução 


Temos x-3=u, com a=1. 
Então: 


dx 1 fdu 
-3 1TJu 


Rs =InJu[+c=In|x-3|+c 


dx 


17.6) Calul 
1 ae 
Solução 


Temos -3x+5=u, com a= —3, 
Então: 


dx 2 4 fdu 
-3k+5 CR 


dt 9 1 1 
l=5 -3 nlulte= = In) -%+5] + 


17.7) Calcule fsenê x dx. 


Solução 


Como sen? x não está na forma f(ax +b), devemos, inicialmente, transformá-la. Para 


isso, recorremos à fórmula da Trigonometria: 


cos2x =| —-2sen?x 
de onde tiramos 


= 1-cos2x 
= 


sen? x 


ou ainda j 
sen? x a (I—cos 2x) 


Com isso, a integral pedida fica: 


1 
fer: xdx= É (Il -—cos 2x) dx = E: [fox - Fes 2x ax] 
fo =x+c 


1 1 1 
feosaxas = z Fosudu = 5) senu +c;= z sen 2x + c; 


Como 


vem, finalmente 


» ! sen 2x 
sen idr=— x+c; — 3 +e 


17.8) Calcule f 


dx 
xX-S+6 


Solução 


Como arg não está na forma f(ax +b), devemos, inicialmente, transformá-la. 


Para isso, recorremos à teoria dos Polinômios para decompô-la em uma soma de frações (note 
quex?-Sx+6=(x—2)(x—3) Í 


1 PO gd 
1-5x+6 x-2 "4-3 
1 = mx—3m+nx—2n 
X-5+6  (x-2)(x—3) 
1 = (m+n)x—3m-=2n 
x2—5x+6 — x2—5x+6 
Temos, então 
m+n=0 
-3m -2n=1 


obtendo m=—1 en=1 
Com isso, a integral pedida fica: 


dx fed gole =( a [E 
x2-5x+6 — —3 "x-3)""  =2 x-3 
dx o ia Er 
Ro Jum CS É 
dx dy 
E = pr =Injv|+ce; 


vem, finalmente 


dx [x-3] 
=-Injx-2|+e +In[x-3]+e;= In - : 
ES njx-2]+e;+In[x-3]+c;=In Rea c 


*-2] 


Injx-2|+c, 
Como 


Infx-3] +c; 


17.9) Calcule Pia 
2x +1 


Solução 


Também aqui, a exemplo dos dois últimos exercícios devemos escrever a expressão 
3x +5 


7 uma forma em que seja possível a aplicação da Técnica II, Para isso, lembramos da 
Divisão de Polinômios: 


4 3x +5 
(2x+ 1): Q(x) + R 3 


[msn 


2x +1 
3x+5 


mese D+ 


321 


Dividindo esta identidade por 2x+1, vem 


Com isso, a integral pedida fica: 


7 


vem, finalmente: 


Ses 71 3% 7n[2x+1 
[RR a lu2041] 46, ) ms 4 Dol | 


e 


Ea A 
-JG +55) 4= 


3 7 dx 
> [ax + 


2 )J2w+1 


1 [du 1 1 
er vu 53 nlulto= In|mx+1| + 


3 


2 


17.10) Calcule [em *cosx dx. 


Solução 


Fazendo g(x) =sen x 


senx=u 


pod 
(senx)' = FA 


cosx + dx = du 


esnx 


esnx 


fe 


17,11) Calcule fa x] +3 dx. 


Solução 


sFazendo g(x)=x?+3=u 


x22+3=u 


du 
243) =— 
(x ) E 


2x dx = du 


2x /xX2+3 dx - [au 


*cosx dx = fe du 


*cosx dx =e! +c 


-cosx dx = ex Lc 


++ 


4 


A 2 
frssarria= fu? du = T +e= 


gi 


/iy2 3 
2x /x2+3 dx pedia 


| 


3 


+e 


1712) Calcule fe - sene' dx. 


Molução 


Fazendo g(x) = e =u: 


1113) Calcule [eos «senx dx. 


Solução 


Fazendo g(x) = cosx = u: 


cosx=u 
, du 
(cos x)' = ER 


du 
— senx=—— 


senx dx = — du 


17.14) Calcule fe « sen xé dx. 
Solução 


Fazendo g(x) = xº =u: 


fe sene! dx = sena du 
e'sene!dx = —cosu + c 


fesenera = —cose +c 


eos x-senx dx= fo (—du) = fo du 


a 3+1 ut | 

. =->— +e=-— +c 

[eos'x sen x dx 341 HF a” | 
cos* x 

[eos «senx mp pio 


fe «senxºdx = fee qa [seno 


1 
fe sense ax = (-cosu)+e 


cos xº 
6 


[esmas - +e 


7.15) Calcule Í Pas d 
R+3º 2º) Fuzendo cos x = u, temos (cos x)' = isto é, senx dx= — du. 
Solução Então: 
u? cos? x 
Fazendo g(x) =x? +3=u: [sena corn dx = fu- du) = — fu du = = ty di ts 


Observe que os resultados obtidos apresentam uma aparente incoerência: encontramos 
2 x 2 
+ce— 


nó . sen 
primitivas diferentes ( jp 65) para a mesma função A(x) = sen x * cos X. 


Mas é fácil entender que não houve erro: primeiramente, basta derivar ambas as funções en- 
contradas para acharmos a mesma função A(x) 


sen? x * 2senx ” 
REAd a - (senx)' = sen xcosx 


cos? x Ê 2 cosx ' 
-— +09) =— 5] - (cos x)' = senx cos x 


Em segundo lugar, lembramos que o símbolo | f(x) dx representa qualquer primitiva 


2 2 2 
17.16) Calcule fu dx. (x) + c de f(x) (por exemplo, [x dx pode ser 5 ou 5+ 3 ou S+ 10, cio) e, portanto, 


duas primitivas da mesma função devem diferir de uma constante, De fato, isso ocorre no nosso 
caso: 


sen? x cos? x sen?x + cos?x 1 
2 EBp =| = 2 +C)= 2 do sad do Ng 


Assim, verificamos que ambas as respostas são equivalentes. 


Solução 


Notemos, inicialmente, que 


fu de= [RX ay 
cos x 


Fazendo, então, g(x) = cosx = u: 


tgx dx = [En a 
cos x u 


d 
mx de= [So cm uj te 


x dx 


1718) Calcule Í 


cos x 


Solução 
Temos aqui uma situação mais delicada que a dos exercícios anteriores, já que não reco-. 
nhecemos, de imediato, na integral dada, a forma $fTg(x)] + g'(x)dx. 


(cos x)' = 


— sen x 


o eras =) 


tgx=—In |[cosx| + c . 1 
$ Lembremos, no entanto, que a derivada da função Jxé dada por 5 ia Isso sugere 
x 


senx dx = E 
que façamos a substituição /x — 3 =u pois assim conseguiremos colocar o quociente 


e o próprio numerador x em função de u. Senão, vejamos: 


17.17) Calcule fica x*cosx dx. 
Solução 


Aqui podemos escolher entre fazer a mudança g(x) = senx =uú ou g(x)=cosx=u 
Vamos fazer das duas maneiras: À 


1.º) Fazendo sen x = u, temos (sen x)' = isto é, cosx dx = du. 


Então: 


o a j 
senxecondr = fudu= Tre, = = 


Com isso, escrevemos: 


x dx ” af y? 
(u? +3).2du=2 fu sarau =2(5 + 3) ve 


Exercícios Propostos 


17.19) Calcule: 


a) fox — 1)'dx 


17.20) Calcule eos xudx;, 


17.21) Calcule sent ax 


nad) Calcule: 
& dx 
) x*—4 
17.23) Calcule IE: = 
2x 
x2 — 
17.24) Calcule Í 


" =" ' 
17.25) Calcule: 


a) [ne e“ dx 


4 bj fox cos xº dx 


17.26) Calcule; 


a) [senta - cos x dx 


326 


Ê x dx =2( fix — 3) 


3 


VER 


e) festas 


dx 
b) |=———— 
) [= 10x +3 


e) a x*— | dx 
sa dx 
d) = 


b) [cota x dx 


+18; 3) +e 


e) ES + 2x) (6x? + 2) dx 


12x = 5 
DA er — Sx+1 Em 


11.27) Calcule: 
In X4 z dx 
à [Fa ») E Inx 


1728) Calcule fa x*Insenx dx. 


1729) Calcule: 


uy [costs «senx dx c) fx Yx? — 3 dx 
b) 8x dx d) [G senta 
x+1 2 


174) Calcule: 


x dx » x? dx 
o [5 fax +03 


17.4 — TÉCNICA Ill: INTEGRAÇÃO POR PARTES. INTEGRAIS 
DA FORMA fftx)- g' (x) dx 


Para o cálculo de integrais da forma $f(x) * g'(x)dx*, vamos retornar, 
de início, à regra de derivação do produto de duas funções: 


(Fx) + 200) = Px) + gl) + f(x) + g'(x) 
Temos, então, que 
To) + g'0) = (100) + gl)! — F(x) » gls) 


ou ainda 
fr «g(x)dx = fio * g(x))'dx — ES * g(x)dx 


Como uma primitiva de (f(x) + g(x))' é f(x) + g(x), isto é, 


io + (x) dx = f(x) + g(x) 


vem 


++! Entendam-se f e g como sendo funções deriváveis, de derivadas continuas num intervalo 1. 
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Percebe-se, então, que, para o cálculo da integral do produto de duas fu 
ções, o que se coloca como fundamental é a escolha de qual das funções sei 
chamada de f(x) e qual será chamada de g'(x), já que a esperança no uso da fór- 
mula acima é de que a integral em que cairemos seja mais simples do que a in- 
tegral pedida. O primeiro exercício da série abaixo esclarece este comentário. 


Exercícios Resolvidos 
17.31) Calcule fa »senx dx. 


Solução 


Façamos f(x) = x e g'(x) = sen x. 
Vamos determinar, agora, f(x) e g(x): 


)=x=> f(M)=1 
(x) =senx = g(x) = E = [sen xdx=—cosx (c; =0) 
Utilizando a fórmula 
frio «alegar = 19 «ey - fr atjar 
vem: x «senxdx =x+(— cosx) — f' *(— cosx)dx = —x cosx + senx + c 


Note que se tivéssemos invertido a escolha, isto é, se fizéssemos f(x) = senx e g'(x) = x, 
teríamos: 


f(x) = sen x = f(x) = cosx 
x? 
EM =x = gx)= fem dx = fa = (60) 
e, com o uso da fórmula de integração por partes, viria: 


x? x? 
Pena da =snxe (5) - [cosa ax 


O que é correto, mas inconveniente, pois a nova integral não é mais simples de se calcular que 
a integral pedida. 


17.32) Calcule fee + 5)dx. 
Solução 


Vamos fazer f(x) = 2x + 5 e g'(x) = e*, e calcular Px) e g(x): 


)=u+5=f()=2 ' 
EM) = => g(x) = [atras = fas =e (c,=0) 
Com a fórmula de integração por partes, vem: 


fee + Sjdx = (2x + 5)e” — f: cedx=(2x+5)e*- 22 +c 


1544) Calcule fm x dx. 


Solução 
Vamos resolver este exercício de duas maneiras, onde destacamos a simplicidade da se- 


pgunda e a sofisticação algébrica e o aprendizado da primeira. 


1.º modo — Vamos fazer Inx = u. 
Derivando em relação a x: 


(In = 
1º du 
x d& 


donde dx =x du (1) ae 
Como Inx = u, isto é, log.x=u, temos x = e”, Substituindo em (1), vem 


dx = e“du 


A integral pedida, então, se escreve: 


fixar fuera 


Utilizemos, agora, a técnica III. 
Fazendo f(u) = u e g'(u) = e”, calculemos f'(u) e g(u). 
y=u=>fu=l 
g(u) = e* > g(u) = frturau = feau =e" (c,=0) , 
Então / 
fm xdx = fu e“du= f(u) « g(u) — frio - g(u)du 


finas = fuerau-u-e- f « etdu 


fixas = [uau =ucer mer semen re 


Como u = In x, e lembrando que e"* = elote* =x, temos, finalmente: 
fin axa — D+e 


2.º mudo — Apliquemos a técnica III diretamente em $ In x dx, fazendo f(x) =In x e g'(x) = 1. 
Calculando f(x) e g(x): 


l 
f(x) = Inx => f(x) é 


gtg=1 = so = [utoax= [roxa (c; = 0) 


Então 
fi «Inxdx = f(x)- g(x) — freo amas 
fimo =(inx)-x - [xa 
fra = (ng ex = [ax = (nox =x +€e 


finas = man D+e 


17.34) Calcule X = fe - cos x dx. 


Solução 
Fazendo f(x) = e* e g'(x) = cos x, temos: 


fg)g=e => f(g)=e& 


g(x) = cosx = g(x) = [eos ax =senx (c; = 0) 


| 
X= [er cosxdr = es sena — [ettenas (1 


Como vemos, neste caso não tivemos sucesso imediato com a aplicação da técnica III. 
No entanto, vamos aplicar essa técnica, novamente, na integral da expressão 1: fazendo F(x) = e* 
e G'(x) = sen x, temos 


F() =€ > F(x)=e 


G'(x) = senx > G(x) = [sen xdx = — cosx (c,)=0) 


Je senxdx = F(x) + G(x) — fr * G(x)dx 


fersenxas = e". (— cosx) — fe cos x) dx 


fe'senxar = — e cosx + [e cosas 


x 


Substituindo na expressão (1), vem: 


X=e'senx-— (— ecosx + X) 


X=e'senx+e'cosx —- X 


2X = e'senx + e*cosx 


* (sen x + cos x 
siga fon COS) 


2 « 


Fxorcícios Propostos 
[1 45) Calcule: 
a) fe dx c) fx cos x dx 
d) fox - ed a fox + 1)sen x dx 


1746) Calcule fe In x dx. 

17 47) Calcule X = fee dx. 
17.14) Calcule X = fe sen x dx. 
1719) Calcule X = fe cos x dx. 


1740) Encontre uma fórmula de recorrência para 


X = Peeras nelN 
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Como A(a) = 0, para a = 1 temos: 
Capítulo 
AD)="-1+c=0=>c=0 


Assim, A(x) = x? — x; portanto: 
. á E 
Ea A integral definida I x = E da nicdes 
1 


4 
b) Vamos determinar | 2senxdx. 
o 


18.1 — DEFINIÇÃO Primeiro, calculamos A (x): 


Seja A uma primitiva da função f, contínua, num intervalo I, isto é: A(x) = IE senxdx = — 2cosx + c 


A(x) = fio dx Como A(a) = 0, para a = O temos: 


Se, para um certo a EI, tem-se A (a) = 0, a função A é única (note que esta A(O)= — 20080 + c=0 =» c=2 
condição permite determinar a constante e que surge no cálculo de $ f(x) dx). . , e R a 
Pois bem, determinada a função A tal que A(x) = ff(x)dx e A(a) = 0,0 duthii, Ne) onis 4-9, pornos 
valor numérico A (b), para todo be I, é chamado integral definida de 1”, e é a Em E yz 
indicado por | 2senx de= A(5) = 20067 42= 2. a +2=2=2 
o 


18.2 — TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 
Vejamos, agora, o teorema que, entre outras utilidades, permitirá eliminar 
Po DAN pç a determinação da constante e no cálculo da integral definida: 


Exemplos 


a 
a) Vamos determinar | (2x— 1) dx. 
1 


s 


Primeiro, calculamos A (x): 


AQ) = [lx - Dér- x x +e 
A prova deste teorema é bastante simples: 
Se A é a primitiva de f para a qual A(a) = 0, sabemos que 


$» O leitor já percebeu que, caso f seja não negativa no intervalo de extremos a e b, a função A 
é a função área estudada no capítulo 16 e A(b) é a área sob o gráfico de f nesse intervalo (veja f(x) dx = A(b) 
item. 16.2). 


são primitivas da mesma função f, sabemos que a difere; 
Como À e q são p gd | çã os qui iferença 9 esa 
entre elas é uma constante c, isto é plos 


A(x) = q(x) + c 


Então 1 
A(b) = q(b) + c aee 5 5 
A(a) = q(a) + d) = nx] =In5-In2=In 5 
2 2 
Subtraindo membro a membro essas duas igualdades, vem: 
4 = 4 4 
A(b) — A(a) = 9(b) — o(a) 9 | ql, ED —| e e 
1 Qx+1) 2 -2+1 |. 20x+1D) ]., 
ou seja FO 
f(x) dx — O = q(b) — q(a). 18 2 9 
(note que, aqui, utilizamos a técnica I para calcular ls fazendo 
2X +l=u: Ber 
Logo * f(x) dx = q(b) — q(a) 
dx 1 [ du 1 o A unas ! 
ne Tl adro E 
Em suma, podemos agora calcular a integral definida determinando inicial- 
mente a integral indefinida correspondente e, em seguida, obter a diferença entre 
os valores numéricos desta para os extremos de integração (superior menos infe- 
rior). À notação a seguir esclarece bem essa idéia: Exúrcigino! Piposics 
pb / ) 18.1) Calcule: : 
| f(x) dx = [ro b q(b) — q(a) 2 E na 5 dx 
Ja R) ] a) Í (x —-2x+Ddx b) [ cos x dx o) [ e dx 93 | ==: 
d - ES ” , 2 
6 
"q 18.2) Calcule: 
Assim, para os exemplos do item anterior, temos: a ç 
3 à 3 3 a) Í (3x — 1) dx b) [ sen G — 1) dx 
o | (2x — 1) dx [es- na] =x =x +e] E 7 
1 1 1 Es 
x dx 3 
=(2-3+9)-(1"-1+09)=6 ) RERE! o [ex ax 
4 
E : z p A 
» | 2senx dx fesenxas | = — 208% + e E Ri 8 ) Moo 
o o o 


-(-200Z+0)-Qeno+9=2- 7 


18.3) Duas propriedades da integral definida. Prove que: 


a) [ iva + [ f(x) dx -| f(x) dx 
a » a 


b it 
b) [ fix) dx = — | f(x) dx 
a b 


| 


18.3 — A INTEGRAL DEFINIDA E A ÁREA 


Já sabemos que, caso f seja contínua e não negativa ema; b), o número 
n b 
A(b) = [ f(x) dx 


(lembre que A (a) = 0) representa a área sob o gráfico de f no intervalo [a; b]. 

Nos casos em que f não obedeça a condição de ser não negativa, também é 
possível dar interpretação geométrica, associando fº f(x) dx a uma medida de 
área. Veja: 


1.º) caso f seja não positiva em [a; b] 


As áreas (D e O) do gráfico são, YA 
por A ires (6) 6 


A área é dada por 
b 
[ “— f(x) dx 
pois — f é não negativa em [a; b). 
Portanto, 


[ f(x) dx 


representará a medida da área (1) com 
sinal trocado, já que 


b b 
[ f(x) dx = -| — f(x) dx 


2.º) caso f tenha trecho positivo e trecho negativo. 
Como mostra o gráfico ao lado, v 
f(x) <Oem[a; c] e f(x)> 0em[c; b]. 
A propriedade a do exercício 18.3, 
acima, permite escrever 


b e b 
[ f(x) dx = [ f(x) +] f(x) dx 


A primeira parcela desta soma representa a área O) com sinal trocado; a 
segunda parcela representa a área - Vemos, portanto, que neste caso fº f(x) dx 
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representa o saldo das medidas das áreas limitadas pelo gráfico de f e pelo-eixo 
Ox em [a; b]. ” 

Como aplicação desta interpretação geométrica da integral definida, suge- 
rimos que o leitor refaça os exercícios de números 16.7 a 16.13, utilizando a no- 
tação e as propriedades da integral. 


18.4 — A INTEGRAL DEFINIDA E A SOMATÓRIA 


Vamos, agora, utilizar o relacionamento da integral definida com área para 
estabelecer a ligação daquela com um certo tipo de somatória. 

Tomemos o caso em que a função f é não negativa em[a; b]; a área sob o 
gráfico de fé S= ft f(x) dx neste intervalo. 

No entanto, S pode também ser obtida pelo seguinte processo: dividimos 
[a;b] em n intervalos tão pequenos que, em cada um deles, f possa ser considerada 
uma função constante. Temos, então, S subdividida em n retângulos. A soma das 
áreas desses retângulos é igual a S. (É claro que este processo fornecerá um resul- 
tado aproximado, mas tanto mais preciso quanto maior for n, isto é, quanto me- 
nores forem os intervalos em que dividimos [a; b]. 

Vejamos um exemplo: 

x 
2 
Utilizemos, inicialmente, a integral para conhecer S (note que f(x) > O em 


[0; 3]). 


3 3 
» x 
| (1 + cos) ax = (x +28n5)|. = 


= (3 +20) - (0 + 2 sen 0) = 4,995 


Seja S a área sob o gráfico de f(x) = 1 + cos > no intervalo [0; 3]. 


(utilizamos sen 1,5 = 0,997) 
Agora, vamos ao processo acima descrito. 
Vamos subdividir o intervalo [0; 3] em três subintervalos: [0; 1], [1;2], 


[2:8]. 


337 


Temos então, (apenas) três retângulos de bases 4, = 1 —-0,4;=2- le 
A,=3-2. 
Para que o erro não aumente, vamos tomar como alturas desses retângulos 


os números: í k É 
= (5). 6 =1(5) e rm=5 


Assim a área S é dada por: 
S = f(x) A + IR): A, + ks) As = 


ou seja: »/| 3 5 
s-"5) + (G) +(5)a = 
1 
= (1 + cos 7) + (1 + 0057) E (1 e) = 


= 1,969 + 1,732 + 1,315 S 5,016 


Obtivemos uma aproximação excelente, se considerarmos que a divisão de S 
em apenas três retângulos é um procedimento muito simplificado. 

Vamos, então, passar à descrição formal do nosso processo, chamando a 
atenção de que, mesmo considerando f não negativa, não há perda da generalidade 
da conclusão, uma vez que a integral definida está diretamente ligada a áreas, 
como vimos no item anterior. 


Sendo f contínua e não negativa em [ a; b], consideremos os n subintervalos 


[xo = a; x1], [x1; x2), [x2;x3),...5[%9-1;X =D] 


(onde, é claro, xo <X, <X,;<X3<...<X-y <X) cujos comprimentos são 
dados por 


AX =X — Xk-ts com ke Sauer 


(Os números Ax serão as bases dos retângulos em que dividimos a área S sob o 
gráfico de f). 


*| pe e 


x 


Tomemos, agora, %elx-1:X], k=1;2;...;n (supondo, em cada 


intervalo, f constante e igual a f(x), temos aqui as alturas dos retângulos). 


A soma das áreas desses retângulos se aproxima do valor de S. Então: 
S= [ f(x) dx E f(x5) + Ajx + f(R5) + Mpx + f(K3) - Asx + 


++ AX +... + fm) AX 
ou seja: 


b n 
=| fix) dx = 5 fã) + Ax 
E k=1 


À medida que aumentamos n, a somatória acima mais se aproxima de S, a 
ponto então de podermos escrever que, para n suficientemente grande 


É de extrema importância a relação que acabamos de ver: são inúmeras as 
situações do cálculo aplicado às ciências, em que há a necessidade de se determinar 


n 
o número de que se aproximam as somas da forma 5 f(&) A«x quando n 
k=1 


aumenta; damos aos raciocínios que conduzem a tais somas o nome de processos 
de integração. Aliás, é histórico (e da preferência de muitos autores) que se defina 
a integral definida a partir das somatórias. 

Vejamos duas aplicações. 


18.5 - APLICAÇÃO À GEOMETRIA: VOLUMES 


Consideremos, como exemplo introdutório, o seguinte problema: 


Calcule o volume do sólido gerado pela rotação do gráfico de 9-5 
em torno do eixo Ox no intervalo [0; 3]. 


“*) Note, novamente, que aumentar n significa diminuir mais e mais os comprimentos (dos in- 
tervalos) A,X. Esta situação, então, seria melhor traduzida escrevendo que 


+ 
[ f(x) dx = lim EX) AX 
R 4-0 


Não o fizemos no texto por questão de simplificação. 


É claro que, neste caso, sendo o só- 
lido um cone, podemos utilizar a fór- 
mula da Geometria: 


área da base x altura 
Veone = === dg 


Como a base é um círculo de raio 


f(3) + e a altura é 3, temos 


Veone = 

No entanto, vamos utilizar o processo de fatiar o sólido, dividindo o intervalo 
[0; 3] em n subintervalos de comprimento A,x tão pequeno que, neles, f(x) possa 
ser considerada constante. 

Temos, assim, o sólido dividido em 
n cilindros de altura Ax e raio da: base 
f(X,). O volume de cada um desses cilin- 
dros é Ê 


área da base x altura = nf f(R,)]? AX 
O volume do sólido é, então: 


ye vá nf) Ax 
k=1 


Portanto, temos aqui um processo de integração e, pelo exposto no item 
anterior, podemos escrever, para n suficientemente grande, 


a 3 
V= 5 ata) Ax -[ nlf(x)]? dx 
' k=1 


o 


MN 3 9 
ser 
3.4 2 4 


De modo geral, para calcular o volume do sólido gerado pela rotação do 
gráfico de f, contínua e não negativa; em torno do eixo Ox no intervalo [a; b], 
fatiamos o sólido, dividindo [a; b] em subintervalos pequenos onde f é considerada 
constante. - 
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Tomemos x, em cada um dos inter- 
valos e, sendo A,x o comprimento desses 
intervalos, cada cilindro obtido por esse 
processo tem raio da base f(X,) e altura 
AX. 

A soma dos volumes desses cilindros 
dará o volume V do sólido: 


v= Dali) Ax 
k=1 


Este processo de integração nos leva a 


Como outro exemplo, calculemos o volume do sólido gerado pela rotação 


de f(x) o em torno de Ox no intervalo [e;e?): 


A 


v=n[ (Jar [ & nam) -ane-me] = 2" 
E DE Me R 


Exercícios Propostos 
18.4) Calcule o volume do sólido gerado pela rotação, em torno de Ox, do gráfico de f(x) = ip 
x 

no intervalo [1; 4]. 


185) fo) = 7 =x), r>0, representa uma semicircun ferência de centro O(0; 0) e raio r. Mostre 


que o volume da esfera obtida pela rotação de f em torno de Ox e nr, 


18.6) Calcule o volume do tronco de cone obtido pela rotação do segmento de extremos P(2; 2) e 
Q(5; 1) em torno de Ox. 


18.6 — APLICAÇÃO À FÍSICA: TRABALHO 


Na Fisica elementar, aprendemos 
que o trabalho % realizado por uma força 
constante F para deslocar um corpo de 
uma distância x (sendo F paralela ao des- 
locamento) é dado por: 


t=F.x 


Caso F não seja constante, para calcularmos o trabalho, dividimos a dis- 
tância (em que F deve atuar) em n pequenos intervalos, de comprimento Aux, 
nos quais F pode ser considerada constante e igual a um certo F, de cada inter- 
valo. O trabalho, então, em cada intervalo, é F; + Ax. 

Supondo que F varie segundo o grá- 
fico de uma função continua F(x), o tra- 
balho total realizado é dado por 


——» 
x 


| RR, 


" b 
= 5 Fur bao | F(x) dx 
k=1 


, 
onde a e b são, respectivamente, as abscissas dos pontos inicial e terminal em que 
F deve atuar. 


Por exemplo, a força F necessária para comprimir uma mola é dada por 
F(x) = kx 


onde k é uma constante própria da mola e x é a distância entre os Pontos de início 
e final da compressão. 
Sendo £ é comprimento da mola 
: UMA LAND ARNANO 
zado por F para deixar a mola com 4 de 
seu comprimento. POONDRINM NM» 


solta, vamos calcular o trabalho reali- 
A-distância a ser vencida é de 


R/4 
fi= 4 = & adotando, então, zero e 7 
como extremos de integração, temos 
E) Es ars 
j É kx2 7º k 982 op? 
=| F = | É = E e ati, 
(o) | (x) dx j x dx 5 I ST E) 


(Admitimos aqui que F e É foram dadas em unidades do mesmo sistema, resul- 
tando, então, T em unidades de trabalho desse sistema.) 


Exercícios Suplementares 
IV.1) a) Determine os números A, Be C tais que 
x2 + 3x c 
ao sir 
e x2 + 3x 
b) Calcule a primitiva de f(x) EA que se anula para x = 0. 


1.2) Calcule fa I+xdx. 


1V.3) Calcule X = [see dx, sabendo que 


[seeds = miseex + tea 


(sugestão: sec? x = sec? x + sec x) 


Iv.4) Mostre que [sex dx=In|secx + tgx| +. 


secx (secx + tg x) 


ugestão: sec x = 
(sug secx + tgx 


Iv.5) Calcule Í cossec x dx. 
IV.6) Calcule fe x* Incosx dx. 
IV.7) Considere o polinômio P(x) = (| + x), neiN*. 
a) Calcule fra dx 
b) Desenvolva P(x) pelo Binômio de Newton e, nessa nova forma, calcule outra expressão para 
Í P(x) dx. 
c) Calcule a soma 
(SAE + (reco 
1 2 py 3 3/ 4 n/ n+1 


(É importante, neste exercício, lembrar que duas primitivas de uma mesma função diferem de uma 
constante.) 
IV.8) Seja a função f definida por f(x) =e* «x? 


Toma-se P(x) = ax? + bx + k. 
Determine a, b e k para que se tenha 


fio dx = e*+ P(x) 


IV.9) Seja f definida por f(x) = ax? + b. 


a) Determine a e b sabendo que 


[ d á I E a = 
a RO 2= E dr= 


b) Calcule a área da região do plano limitada pelo gráfico de fe pelas retas y=0,x=0ex=2. 
c) Por que essa área é igual a 1, + 1;? 


se 


1 
IV.10) Seja I(a;n) = ) x-(|I — x dx, aeiNt e neiN* 


Fal, 
Mostre que I (a + im=2L.rta;n+ D. 
n+1 


sa 
2 


IV.l1) Seja 1, = [ sen'x dx, neIN*. 
o 


' 
a) Mostre, utilizando integração por partes, que para n 2 2 tem-se 1, = 


b) Calcule 1;, 1a, Io. 


p= 1], 


“I-a 


EXERCÍCIOS DE VESTIBULARES 


NÚMEROS REAIS E FUNÇÕES 


1) (EPUSP) O número x não pertence ao intervalo aberto de extremos — 1 e 2. Sabe-se quex<o 
ou x>3. Pode-se então concluir que 
aax<-l ou x>3 d)x>3 
bx>z2 ou x<0 e) nr. 
)x>22 ou x<g-l 


9 


(CESCEA-SP) O conjunto de todos os x para os quais.[2x—-3]>x é 
a) (xelR]x <0) d) (xelR[0<x<4) 

b) fxelR|x<0 ou x>4) e) lxelRjx<1 ou x>3) 
c) (xelRjl<x<3) 


3) (EPUSP) As raizes da equação |x|? + |x|-6=0 
a) são positivas d) têm produto 6 
b) têm soma O e) n.ra. 
c) têm soma 1 


4) (PUC-SP) Qualquer que seja o número real não nulo x, tem-se sempre 


! l 
ass — d 
a) Rad qu <io o Rh x ) 


1 
n+a)>2 b) 
x 


5) (FEL-SP) “Assinale a verdadeira”, 

Quaisquer que sejam os números reais x e y, tem-se 

a)|-x| =x 9 |x+y|=[x|+]|y] 
e) n.ra. 


6) (FUVEST-SP) Sendo x um número real, (1 + x)(1 — |x|) > 0 se e somente se 


a |x|<i bx<l 9 Ix|>1 dx>1 ex<-l 
7) (ITA-SP) Sejam IR o conjunto dos números reais e C um subconjunto de IR. Definimos supremo 


de C como sendo o número L satisfazendo as seguintes condições: 

do) Lota xec 

2) L'<L=> HXeC|r>L' 

Seja C o conjunto dos números naturais menores do que 11. Assinale a afirmação verdadeira, 
relativa ao conjunto C, 

aaL=9 dj E = 12 


bL=10 e) não existe L 
gL=1 


8) (ITA-SP) Seja B um subconjunto do conjunto dos números reais IR. Dizemos que um número b 
é um ponto de acumulação do conjunto B, se para qualquer número real positivo k, arbitrariamente 
dado, existir um elemento c de Btal que O < |b — c| < k. Nestas condições, b = 10 é ponto de 
acumulação do conjunto dos 


a) naturais menores do que 10 

b) naturais menores ou iguais a 10 

c) racionais maiores do que 1 e menores ou iguais a 9 
d) racionais maiores do que 1 e menores do que 10 

e) nr.a. 


9) (FEI-SP) Sex > y > Oez +0,a única desigualdade que nem sempre é verdadeira é 
, 


2 2 
d) RA > + 7 las 
b) xz > yz x y 
c) x2? > yz? e) nra. 


10) (FEI-SP) A desigualdade E + + > 2 se verifica 


a) quaisquer que sejam os reais x e y 

b) para x 0 

c) para quaisquer x e y de mesmo sinal e distintos 
d) para quaisquer x e y de sinais contrários 

e) nra. 


11) (MACKENZIE-SP) O domínio da função definida por f(x) = 


x 


a) (xelR|x <3) d) o conjunto dos números reais estritamente ne- 


b) xelR| |x|)<3 e x£0) gativos 
e) IR e fxelR|I<x<-3,x4%0) 


12) (FUVEST-SP) f:IR>IR associa a x o número 1 e 


di=sgã à E d) 0,0 71235 
VT=1 JT 


6 Ria 


7-1 


9 g 


. Quanto vale 41? 


(o) 


13) (FEL-SP) Uma função f(x), definida no conjunto dos números reais, sendo a um número real 
determinado, verifica as propriedades: 
f(x) = —f(-x) e f(x +a) = f(x) 


Então: 


a) fla +x) = f(—x) d) f(2a) = f(a) 
b) f(x) = f(a) e) nr.a. 
e) f(2a —x) = — f(=x) 


14) (FUVEST-SP) As funções f e g são dadas por f(x) = a —leg(xg)= 5 x + a. Sabe-se que 


(0) — g(0) -+. O valor de f(3) — 3g 6) é 
a) 0 bi o)? dy 3 o E 


15) (FUVEST-SP) Seja f uma função tal que f(x + 3) =x? + 1, para todo x real. Então f(x) é igual a 


ax?-2 
b) 10 — 3x 


c) —3x? + 16x — 20 
d)x2?—- 6x + 10 


e)x)+6x- 16 


16) (FUVEST-SP) Se f: IR —» IR é da forma f(x) = ax + b e verifica (f(x) =x + 1 para todo x 
real, então a e b valem, respectivamente: 


1 1 
aj 1 e by =16-5 djle2 d)le-2 lei 
17) (FUVEST-SP) Foram feitos os gráficos das funções f(x) =sen 4x e el)=a para todo x 


no intervalo [0; 27]. O número de pontos comuns aos dois gráficos é 
a) 16 b)8 o 4 d) 2 eo1 


18) (F.G.V.-SP) Dada a função f(x)=2x? — 5x +2 e o intervalo A=]0; I[, então a função f no 
intervalo A 


1 
a) é crescente para x sz e decrescente para x >+ 


b) é sempre crescente 

c) é sempre decrescente 
d) não tem nenhuma raiz 
e) tem duas raízes 


19) 


(CICE-RJ) O maior valor de x?-|x|+ 1 no intervalo [—3;3] é 
aj2 b) —3 oo d) 6 97 


20) (FE-SP) O gráfico da função f(x)=|x—1|—1 é tal que 
a) é o mesmo da função f(x)=|x | 
b) passa pelo ponto (1;0) 
c) passa pelo ponto (0; 1) 
d) não tem ponto de ordenada negativa 
e) passa pela origem 


21) (CESGRANRIO) Considere as funções: 
f IR > IR g: IR > IR 
x>2+b x>x? 
onde b é uma constante. Conhecendo-se a composta 
go f:IR>IR 
g(ftx) = 4x2— 12x +9 
podemos afirmar que b é elemento do conjunto 


a) 1-4; 0. b) Jo; 2£ o :;4 d) Já; + 
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LIMITES E CONTINUIDADE 30) (U.F.UBERLÂNDIA-MG) Se y= f(x) é uma função real de variável real, definida por 


2x — 5 para x £3 
f(x) = 
x) [ 5 parax=3 


22) (MACKENZIE-SP) Seja f:IR— (1) =IR uma função definida por 
1 


f(x) = já então, podemos afirmar que lim f(x) é igual a 
x+1 sas 
Pode-seafirmas quê a) 5 b1 o -— d) 0 e) n.ra. 
| a) não existe lim f(x) d) lim f(x) = — 00 sonbia 
ae Read 31) (U.C.MG) O valor do lim é 
| b) lim fo) = 1 e) lim fx) = + FARO 
ari : asi a) k b1 O) d) k? eo2 
c) lim f(x) = O , 
x=1 E 1 x—7 
E 32) (MACKENZIE-SP) lim ts Za é igual a 
23) (U.F.UBERLÂNDIA-MG) A função f(x) = EA não está definida para x = 1. Para que « 2 3 5 
| E o b> Es = 
| função f(x) seja continua no ponto x=1, devemos completá-la com f(1) igual a 8) , 5 8 5 at 8 2 
k 
! 2 
| a) O b) +» B) = ad) — [O e) E" 
) ) dE E ) 33) (F.M.SANTA CASA-SP) O lim 128054 
x-0 | —cos 2x 
| A gt é é F j 
| 24) (FASP) O límite lim e ce qutá ajél bé2 ogé4 d) é zero e) não existe 
2-/4-t 
a) aº b) 2a* c) 3a? d) 4a? 34) (MACKENZIE-SP) O lim é igual a 
4 1-0 
25) (FASP) Dada a função f(x) = ti »sex&0e f(0)=a, o valor de a, para que esta função a) O b) 4 c) + d) 2 e) 4 


seja continua no ponto x=0 é 


35) (MACKENZIE-SP) O lim (/x2+x+1 — /x2-x+1) é igual a 


a) O by) —1 e 1 d) E 


1 
2 ao b1 a) 2 a 3 e » 
Jx-3 E 
É áú 4x +6x+3 
| 4 26) (MACKENZIE-SP) O im (5) é igual a á 36) (PUC-SP) Eis é igual a 
A 1 ! 1 i 1 a) -2 b-1 RO d 1 2 
“a bo) 9 3a dg I34 
ã 37) (U.U.-MG) O valor do limite lim (/x2?+2x+3-x) é 
. I-cosx x ta 
27) (U.C.MG) O valor do Rh é a) zero b) + [o e o) d)2 el 
| A 
i a) —l bo e) a d) A e) 1 38) (FUVEST-SP) Sabe-se que 
2 3 . l-cosx  sen?x 
lim —— = lim = 
o 10 x 0 x? 
28) (F.M.SANTA CASA-SP) Calculando-se 
lim SM 2x—cos2x > 1 Conclui-se que lim Ata 
z rep cos x — sen x pi ii 
obtém-se ” a) eg béo c) é infinito d) é indeterminado e) não existe. 
s/2 aê 
a) 42 b-V2 9 a - e) nra. ] 
e Ad. 
fo 39) (PUC-SP) lim NS — é igual a 
+ x— = — 
! 29) (F.M.ABC-SP) lim = i i 1 1 i 
| Ss ST los ra 95 e) 
a) 0 b) o 91 9-1 e) 0,5 8 


40) (PUC-SP) lim EXZX é igual a 
x=-0 X— SEN X 


a) O b)2 o 3 


1y 
41) (CESCEM-SP) lim [5 + (1 +5)] vale 


a) Se b) é o 5-e 
rs FR 
42) (PUC-SP) O lim 
x>0 
a) log, e b): log. a oi 
2X -5x+3 
43) (PUC-SP) lim E EEE) 
5 4 2 
dz b) 3 93 
44) (PUC-SP) lim (/n+1 — /n) 
na 
a) 0 eb )2 
fd fito NES 
45) (F.G.V.-SP) O limite lim 
x=2 a 
a) não existe bé4s c) é zero 
x2—-4x+4 


46) (PUC-SP) O limite lim 
x=2 x—2 


a) não existe 
b) não é nenhum número real 
c) vale 2 


vl+x—1 


47) (PUC-SP) lim —>=>=—— é igual à 
)« ua ES] 
2 3 
a) ! b) e c) 


E as E: 


48) (PUC-SP) Sendo e a base dos logaritmos neperianos, o limite lim 


a) O b) o o -— 


- 


d 1 94 


d)5S+e e) se 


+ coma>0e al é iguala 


d) e ea 
! 7 
der Ez 
d 3 e 4 
dé? gé+o 
d) vale O 
e) vale 4 
2 3 
d) a e) z 
E vale: 
x>0 
d 1 ! 
) e 3 


x 1 dx 
49) (PUC-SP) Se lim (1 +5) =e, então, para k real e não nulo, o limite lim (1 +5) 
x+0 x a 


vale * 
a) ke b) & co) ke 
50) (PUC-SP) O limite lim 2 le 
- imite lim —=—— 
É 7 Sa 7 
a) 57 b)0 o 75 


e 
d) e+k T 


ao ST 91 


DERIVADAS 


51) (U.F.PR) Observando o gráfico da função 
f(x), podemos afirmar: 
a) a função f(x) é derivável em x=b 
b) lim fe) =m 
x=b+ 


fix) 


c) lim f(x) =n 
x=b 


d) a função f(x) não é derivável no intervalo 
Jo; 


e) nra. 


xy 


52) (EPUSP) A função y=| sen x | 
a) é descontínua nos pontos da forma kr (k inteiro) 
b) não é derivável nos pontos da forma kr 
c) é derivável em qualquer ponto 
d) é derivável mas não é continua 
e) nra, 
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(F.M.SANTOS-SP) Assinale a alternativa falsa: 

a) se existe f'(xo) então existe também a reta tangente ao gráfico de f(x) no ponto de abscissa Xo 
b) se f(x) é continua em xo então ela tem derivada em xo 

c) a derivada da função identidade é a unidade 

d) se f(x) tem derivada em xo então ela é contínua em xo 

e) a derivada da função seno é a função cosseno 


2 
54) (MACKENZIE-SP) Se f(x) =. então f'(a) vale: 


a)2 b1 oo d) a e) 2a 


55) (U.F.JUBERLÂNDIA-MG) A equação da reta tangente à parábola y =x? — 7x + 10 no ponto 
de abscissa x =6 é 
a) y-4=5(4—-6) 


c)y-6=5(x—4) 91-4=16-0) 


b)y-4=-S 6-6) d)y-6=2(x—4) 


56) (FUVEST-SP) A equação da reta que é tangente à curva de equação y =x |x|, no ponto 
(=1; —1) é 
ajy=2x 
by=-2=-—1 


Oy=-2X-—3 
d)y=-2x 


Jy=X+1 


57) (UU-MG) A equação da tangente à curva y=x?— 5x + | no ponto de abscissa x= | é 
aax-y-4=0 
bx-y+4=0 
cx+y-—-4=0 
dx +y-1=0 
Sx+y+1=0 


gi 


58) (FATEC-SP) A parábola P e a reta r são definidas respectivamente, por y=x? —x —2 
ey=x— 4. A equação da reta s, paralela a r e tangente a P é: 


ajy=x—2 oy=x-—5 Jy=x-4 
by=x-1 d)y=x-3 
1 
59) (PUC-SP) A derivada primeira da função = é 
ja ed Pesa 
Dr ER dada dgy= kx 
1 e É 
Bv ra dy=- 


r 
1 r 

60) (MACKENZIE-SP) A reta tangente à curva = no ponto de abscissa x=2 é perpen- 

dicular à reta 

aay-x=0 

by p= =0 


x-1=0 
d)y-44+7=0 


eJ4y-x+2=0 


61) (MACKENZIE-SP) Na figura, a reta r é tan- 
gente à parábola no ponto P. Então, a equação 
der é a 
a) 3x +2y—-12=0 
bx +y-7=0 
odx+3y-11=0 
d)x+6y—-20=0 
e) n.ra. 
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(F.M.SANTA CASA-SP) No gráfico estão 
representadas a função f(x) e a reta r tangente h/ 
a f(x) no ponto (xo; 0). Sendo y =x — xo à f(x) 
equação de r, podemos afirmar que a derivada 
de f(x) no ponto x =x, vale 
a) 2 
b) —1 
ol RA 
à) —2 à | 9 
e) n.ra. 
63) (U.F.PA) Dado f(x) = (x? + 1)!/? tem-se para f(x): 
> (x2 4 197 1/2 7 0240 Qu+ 1) 
b) (x q 12 o) (+10) ex 


95 AB 


64) (MACKENZIE-SP) A relação entre m e n, para que a reta y =x +m seja tangente à parábola 


y=x)-5x+n 


1 
a m+n=3 Rd 
b)m+n=9 
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65) (MACKENZIE-SP) A reta y=ax + b é tangente à parábola y = 3x? + c no ponto de abscissa 1. 
Os valores de b e c são tais que 
ac-b=3 
be+b=3 


cJc-b=-—-3 
dec+b=-3 


2 
4 
66) (CESCEM-SP) Dado o trinômio do 2.º grau y=x? +bx + pet 


+ O seu polinômio deri- 
vado tem como gráfico uma reta tangente ao gráfico do trinômio. Então, a ordenada do ponto de 
tangência 

a) é sempre igual a 2, qualquer que seja o valor de b. 

b) é igual a 4 para b=0. 

c) é igual a b para b=3. 

d) não pode ser determinada, pois a condição de tangência é impossível, na hipótese formulada. 
e) é igual a 5 para algum valor de b. 


2 
67) (U.C.MG) Um dos valores que anula a derivada primeira de f(x) = E E 


a) —2 b) —1 91 d) 2 e)3 
68) (MACKENZIE-SP) Se f(x) = 12, então f(x) é igual a 
2 1 2 
a) —1 Da ox-—2 | = Sl 


69) (FUVEST-SP) Qual a equação da reta tangente ao gráfico da função y= 


(5 


ak +2y=4 


| 
—— no ponto 
l+x P 


Ik-2y=2 x +3y=s5 

bx-2y=0 dx+2y=2 

70) (U.C.PR) Se f(x)=cos x, então 
lim f(x) — fix + h) 
b=0 
E 
quando x aii é 
ao bi co - d) 1/2 e) -1/2 


71) (U.C.MG) O valor da derivada primeira de f(x) = cos 3x no ponto x — é 
a) —-3 b -1 ce 0 d)1 eoy3 


72) (U.F.PA) Se f(x)=senx, então a derivada quarta f(x) vale 


a) —senx b) cosx c) sen x d) —cosx e) senx cosx 

73) (MACKENZIE-SP) Seja a curva de equação y = tg x. A tangente a esta curva no ponto de abs- 
cissa x=7/4 é perpendicular à reta 
a)x-2y+3=0 co) 2x+2y-3=0 


eJx+y=0 
b) 2xX-y+3=0 d)x+2y+3=0 
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aaa 


74) (U.F.MG) Se f(x)=senx+cosx+tgx, então f'(0) é 


1 i 
a - DR 95 d 1 2 


75) (U.FJUIZ DE FORA-MG) Se f(x)=e! In x, então o valor de f(1) é 
a) e b) e? e e! de? e) nra. 
76) (U.C.MG) Se f(x) =, então (o) é 


7 


e 
ae be. (1-2) e) —em a eI—») e) eX(1-x) 


77) (CICE-RJ) Sendo e a base dos logaritmos neperianos, a derivada da função y =” !*I no ponto 
x=0 


a) é igual a 1 c) é iguala +1 e) não existe 

b) éiguala —l d) é iguala te 
78) (MACKENZIE-SP) Se f(x) = e (0) é igual à 

a- b) -1/2 co) —1/4 d) 1/2 o)2 
79) (FEI-SP) Indicando por Df a derivada de uma função f, tem-se 

l 1 1 Du 
a) D (4) És c) D(1) hn” e) n.ra. 
b) D(uv) = Du » Dv d) D(uv)=v+ Du—u + Dv 


80) (MACKENZIE-SP) Seja a função definida por y = f(x) e representada pelo gráfico: 


Cs 


Então, certamente: 

a) E k tal que f(k) > O 
b) 3 k tal que f(k)=0 
e) Á k tal que f(k)<O 


d) dados k, e k, quaisquer f(k,) <f(k,) 
e) dados k, e k, quaisquer f'(k,) >f'(k,) 


Ea 
81) (FEI-SP) Sendo f(x) = (5 — 2x)º, a derivada f'(3) é igual a 
a) —8 b1 o 8 d) 16 e) nra. 


82) (E.E.LINS-SP) O ponto de contacto da tangente à curva y = /x? — 16 e paralela à reta 
5x +3y—-2=0 é 
a) (5,3) b) (—5,3) ce) (—3,5) d) (-3,-5) e) n.r.a. 


83) (U.F.-PR) Se f(x)=sen 2x, então f'(m) é 
a) -2 b) -1 o 0 d 1 92 
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Tr 
84) (PUC-SP) Sendo f(x) = sen? 2x, então sua derivada primeira calculada para x ir vale 
a) 0 ba J2 d) 3 )4 
85) (CATANDUVA-SP) Seja a função 
fix) = Sen (2x + 1) 


Sua derivada primeira é 


a) —sen (2x +1) g — cos (2x + 1) é) ssa 
/cos (2x + 1) /—sen (2x+1) 
2x+1 
b) cos (2x + 1) a) sen (2x + 1) 
/sen (2x + 1) /—sen (2x+ 1) 
86) (U.F.-PA) Se f(x)=e”, então (0) será 
a)2 b) 4 90 da e) 3 
87) (PUC-SP) A derivada da função 
f(x) = eloser 
é 
a) x be gl d) 0 eo)2 
88) (UU-MG) Qual a afirmativa errada? 
d/Is 3 d s 
ada -se+18)=6 -Ss d) q (X "COS x) =cos x +X sen x 
É ué qc ETA -x a Eis e =2 
b) gr te —e)=2e”+e e) E (GR 
ce) + (sen? x) = sen 2x 
tnx? 5 ' 
89) (U.F.PR) Se f(x) = e então f(1) é 
a)2e”? b) -2e7? ge d)2 e)2e? 


3x—m 


90) (CICE-RJ) Sendo y=fn cos ( ). 0<x<7,, a derivada primeira de y em relação a x, 


2x 3 
no ponto x E é igual a 


3 ! r 3 
a) gr b) a O = d) 0 E Rr 


(F.M.SANTOS-SP) As funções apresentadas nas alternativas abaixo são derivadas primeiras das 
funções apresentadas nas questões de números 91 a 95. Associe a cada função a sua derivada. 


1 


= =-t 
2x —3 de cos x ai ia 


b)y=8x(2x2—3) d)y=18x2-2x 


ay= 


9) y=(2x2-32 


9) yo in, (AE 
1 —-senx 
9) y= 6x — x? 


94) y = Incosx 


95) y=In (2x—3) 


96) (U.F.UBERLÂNDIA-MG) Seja y= f(x) uma função tal que 1)<0 e x? + y*=4. Qual é o 
valor da derivada de f(x) no ponto 1? 
4 E a as 2/3 
3 


a) Não existe b) — 
) xiste ) 3 e) 3 


e) -— 


3 


2 2 
97) (PUC-SP) A equação da reta tangente à elipse de equação x + = | no ponto P= (3 E) é 
“5 


NR 12 5 12 9 

a)y smwt-3 O ye = ala =3) E = as (28) 
0. ê 1 

b) y ECA É prç= tt= 


98) (PUC-SP) A derivada primeira da função y =arc tg Atas é 


sen x 
1 
a) cosx +sen x D5 c) senx—cosx d) cos2x + 
99) (MACKENZIE-SP) O valor de 
h logo x 
se Lx 
a) O b) -l1 oi d)2 e -2 
100) (MACKENZIE-SP) O valor de 
a de 
x>0 2-1 
é 
a) —1 b) —2 oo d) 0 18 | 
101) (F.M.SANTA CASA-SP) O lim 008 4x 
»0 | —cos 2x 
ajél bé 4 Jé2 djé o e) não existe 
102) (U.F.-PR) O valor de 
lim sen 3x + 3 sen x +sen 2x 
«=0 [ sen 4x — 2 sen x + sen 2x 
é 
a) —1 bjo co +1 d)2 e)3 


103) (MACKENZIE-SP) Um móvel se desloca sobre uma reta, segundo o diagrama. Para o intervalo 

de tempo entre O e t;, a aceleração máxima do móvel é representada 

a) pelo coeficiente angular da tangente à curva v 
no ponto M. 

b) pelo coeficiente angular da tangente à curva 
no ponto O. 

c) pelo coeficiente angular da reta OM 

d) pela área A da figura 


ê vi 
e) pelo quociente TR 
1 


104) (F.C.CHAGAS-SP) No gráfico ao lado está 
representada a posição (d) de um corpo em 
função do tempo (t). Em que instantes a velo- 
cidade deste corpo é nula? 

a) t; 
b)0et, 
)tret, 
O teta 
tatsets 


VARIAÇÃO DAS FUNÇÕES. MÁXIMOS E MÍNIMOS. 


105) (JUIZ DE FORA-MG) A função y =x? — 3x tem ponto de mínimo relativo para x igual a 
ao bi J-l d) 3 e) 1/3 
x 


3 
106) (F.FRANCISCANAS-SP) Na função f(x) = 3 —x? +x, onde o domínio é IR, o ponto 


(3) 


a) ponto de máximo 
b) ponto de mínimo 


c) ponto de inflexão e) n.r.a, 
d) não é ponto crítico 


107) (PUC-SP) O ponto de máximo da função y = 3x* — 25x? + 60x — 1 no intervalo [-5 3] é 


a) xo=0 b) xo=—1 o) xw=2 d) xo=1 e) xo=-2 
2 
108) (PUC-SP) A função y = E + (x +2) tem um ponto de máximo para x igual a 
a1 b)2 9-1 d) 0 e) -2 
a j i x+2 
109) (MACKENZIE-SP) O maior valor que y pode assumir na igualdade ENTER 
(x real) é 
a) 172 b) 1/3 c) 1/4 d) 1/5 e) 1/6 


110) (MACKENZIE-SP) O valor máximo de 


y=2senx+cos2x, 0O<x<n/2 
a) 1,5 b) 2 gas d) 3 e) » 
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111) (U.F.JUIZ DE FORA-MG) Uma função real de variável real y, cuja derivada primeira é y' = 
para todo x 0, possui a propriedade 
a) y tem valor máximo para x = 1, 
b) y tem valor mínimo para x = 1. 
c) y é sempre crescente. 


d) y é sempre decrescente. 
e) y é crescente se x > 0 e decrescente se x < 0. 


(U.F.MG) Sabendo-se que f(x) = ax? + 3bx possui um máximo local (relativo) no ponto x= 1, 
qual a afirmativa CERTA? 
aja>0e b>0 
b)a<0eb<0 


ceJa<0e3a+b=0 
da>0ea+b=0 


eJa<0eca+b=0 


113) (U.C.MG) Se y= —ax+8 tem um valor mínimo em x=2, então o valor de a é 


a) 1 b)3 c)6 d) 9 e) 12 
114) (FUVEST-SP) Sendo b e e reais, a função f, definida por 
fix) =xt+bx) +, 


tem um ou dois pontos de mínimo (ver figura). Terá dois pontos de mínimo se e somente se 
a) b?-40>0 b)b?-4c>0 o b<o djc<o e) be<0 


Va) 


115) (MACKENZIE-SP) O gráfico da função f dada por =p 


A aproximadamente 


a) b) 
YA 


116) (ITA-SP) Seja f(x) = 2-5 onde xe IR e IR é o conjunto dos números reais. Um subconjunto 
D de IR tal que f: D>IR é uma função injetora é 
a)D=fxelRix>2ex<-2) d) D=(xelR: —-2<x<2) 
b)D=(xelR:x>20ux<-2) e) D=fxelR:x>2) 
c) D=IR 


(PUC-SP) A altura do cilindro circular reto de volume V máximo, que pode ser inscrito em uma 
esfera de raio R é 


R R 2R 3R 2R 
E bj E ds = 
“a a E E a 


118) (F.G.V.-SP) Uma parede de tijolos será usada como um dos lados de um curral retangular. Para 
os outros lados iremos usar 400 metros de tela de arame, de modo a produzir a área máxima. 
Então, o quociente do maior lado pelo menor lado do retângulo é igual a 


aj b)2 03 d) 2,5 e) 1,5 
119) (PUC-SP) O ponto de inflexão do gráfico de 
fy)=x)— 3x + 4x — 12 
é 
a) (1; — 10) b) (2; 10) c) (—1;20) d) (=1; —10) e) (2; — 10) 


QUESTÕES DISCURSIVAS 


120) (MAPOFEI-SP) Dada a função f(x)=x? — 2x — 3, definida para x > 1, obter a expressão de 
sua função inversa e fazer o gráfico de ambas, 


(x+h)—x? 


121) (FELSP) Calcular lim 
h=0 h 


122) (F.ITAJUBÁ-MG) Achar 


lim (senx + sen?x + sen? x +...) 
x 


123) (E.E.MAUÁ-SP) Calcule o li 


124) (FEI-SP) Calcular o limite: 
lim [log (x + 1) — logx] 


a 
125) (E. E. MAUÁ-SP) Dada a função f(x) = "Dt *nà 
Determine lim f(x). 


+ para que valores reais de x existe f(x)? 


Es 


k 
126) (E.E.MAUÁ-SP) Calcule o lim Ep Para: 
a 8 — 


ak+0 bk=0 


127) (E.E.MAUÁ-SP) Dada a função 


fg) = SE sen 139) (FEI-SP) Dado o retângulo ao lado de perí- 


ea ) metro 16m, calcular a e b, para que a área do 
determine o lim f(x). triângulo ABC seja máxima. 


128) (FEI-SP) Achar a declividade da reta tangente à curva y =x? no ponto de coordenadas (—2; 4). 


129) (F.ITAJUBÁ-MG) Determine k na parábola y=2x?+kx+3, de modo que a reta tangente . 140) (E.E.MAUÁ-SP) O triângulo ABC é retân- 
no ponto de abscissa x =2 seja paralela ao segmento AB de extremos A(8;7) e B(2; —5). gulo em C e seus catetos medem a e b. Deter- 

. mine x = CM de modo que o retângulo CMNP, 

130) (FUVEST-SP) É dada a parábola de equação y = (x + D(x+a-—l)xeR. Sejamresas retas inscrito nesse triângulo, tenha área máxima. 


tangentes à parábola nos pontos onde ela encontra o eixo dos x. Determine « de modo que r scja 
perpendicular a s. 


131) (IME-RJ) Dada a função f:IR>IR, definida por 


1) = e me so 141) (E.E.MAUÁ-SP) Na figura, calcule o máxi- 
ds, mo da área do triângulo isósceles OAB 
(OB = AB) que se pode obter com a base OA 


fo) =1, se x=0 no eixo x e o vértice Bno 1.º quadrante e sobre 
determine os valores de m para os quais o gráfico de f admite tangente paralela à reta de equação a reta r cuja equação é 4x + 3y = 12. 
y=ma. ” 


132) (MAPOFEL-SP) -Para cada número real k, considere a curva de equação 
y=k2 +(3-2kk +k 
Prove que todas elas passam por um ponto fixo A e que são tangentes em A a uma reta fixa. 142) (U.F.-MG) Calcule as coordenadas do ponto 
Q(x; y) de modo que o retângulo MNPQ, ins- 
crito no semicírculo de centro O e raio R, te- 
f(x) = x — sen? x nha área máxima. 


133) (E.E.MAUÁ-SP) Determine os valores de x que anulam a derivada de 


134) (FEI-SP) Dada f(x)=/x— 1 verifique se a função é derivável no ponto x =. Justifique. 


135) (F.ITAJUBÁ-MG) Obtenha a derivada da função 


y = arc sen (cos x) 


136) (FEI-SP) O gráfico do espaço de um móvel em 
função do tempo é representado por um quarto 
de circunferência, conforme a figura. Deter- 
mine o instante em que a velocidade escalar do 
móvel é igual a 1 m/s, 

- 


t(s) 


137) (FUVEST-SP) Calcule as eventuais raízes, pontos de máximo e de minimo da função f dada 
por fo) =x— x. Esboce o gráfico dessa função. 


138) (FUVEST-SP) O polinômio P(x) de grau k > O tem mínimo relativo para x=0. Q(x) é um mo- 
nômio de grau r>k. Mostre que P(x) + Q(x) tem mínimo relativo para x = 0. 1 . 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Capítulo 1 
1.9) a) 4 b) 3-2 gk dk 
1.10) Deve-se ter xX2—- 5x +62>0, isto é, x<2 ou x>3. 


x-lIsexzl 


Lim v=pat= [8 sex<l 


1.12) a) (11; —5) b) 44; —2) o) (-3;2) 
E un, 
8) Es a q fe o) 


DD << bx<-20ux>6 gx< 


21.14) O primeiro membro pode ser escrito: 


: x x— 
A Fa E q a eis 
: xy x-y x y 
x>0 e y>0: a o E 
. K = x 
19) xy>0 
x es -x 
Z<0 e ga 0: fat pd (A 
- xy x—y x 
2.º) xy <0. Neste caso, temos que |x—y|=|x|+|y| 


E= 


EM, Ala Bote. |- Pias [edi]? 

xy x=y xy xy(x — y) 

xy +x2y— xy? — xy? - 
xy(x — y) 


ESA -14+2=1 


Ix|>a 


115 
) a>0 


help>sex>ftor-2>0eW<-aous>a, 


Lipo [EE «SE 
. a = = nel = 
y y E de Is! 
d) pel= 07 = 07 = (8r=|x| 
1.17) Teorema 1. n=1: [a;|<la;| 
Teorema 2. 
Hipótese: |a, + a; +... +a|<lal+l|al+..+l]a| 
Tese: Ja +a+.. tata] <lal+lal+o +lal+]as] 
Sejam a+a+..+a=A e [a|+|a|+...+|a|=B. Pela hipótese, temos | A |<B. 
Então, 
lata+..+atam|=|Atas|<|A]+]as]< 
Prop. triangular 
<B+Jusl=]al+lal+. +]a]+ as]. 
E E 
118) [6-9) Coy) |=| (8-x0)- (yo) <|t-xol+ly— vols + =. 
1.19) Se x>0:|x|=x e máx (x; -xJ==, logo |x|=máx (x; —x). 
Sex<0:|x|=-—x e máx (x; -x)=—x, logo =máx (x; —x). 
1.20) | =2x+ 1 | x |+|2x|+1=]x[P+2[x]+1 
o<x|x|<3 
Se -2<x<3, então 4|x|º <27 
2|x|<6 
Assim, |xº-2x+1| <27+6+1=34 M = 34, 
1a 1-0 agr ti rab-1 
a-b 
f(a) — f(b) 
OL lala [988] sita] é 1 cas + 161641049 
TER 
Assim, | f(a)— f(b) | < 49 Ja—b]. 
Capítulo 2 
2.6) a) [-1;1[ b) | [207] a[-n5 
.6) à 5 es a 
2nd Ba DIS JO DI] eT]-m;10] 1) (Q:a); C:b)) 


AE 

dane E 
b) Sea<0:S=(g 
Seaz1l:S=]-20; +c0[=IR 


Se0<a<l :8= [-=:- Ejo[ IRES +» [ 
a a 


2.9) 8 Eno 
2 


2.10) Os pontos —1 <a < 1,a 0 possuem uma vizinhança contida em A; o ponto zero possui uma 


vizinhança reduzida contida em A. 


Capítulo 3 
3.5) a) 14 b) 50 92 dn e) 32 +2 
3.6) a) 4 b) -8 dl ájaE e) 58 
3 31 
a se tx-/3 ou tz 5 , 

4 [e » -/3<1</3 
3.7) a) ]-00; JU 2; +00 e) 12; +50[ 

b) =; —2]U [2; +50 d) 2; + al 
3.8) a) [=1:1) b) R£ o R$ a J=1;1 ; 
3.9) a) (1) b) hi 

2 

310) 2 3.11) —6 
3.12) a) [-5;5] d) xe (0,4) 


b) [-2;3] 


e) [-4;-3 V[-2;2]U [3;5] 


co xe(-4;-3; —2;2;3) 


317) a) É + 
b) P+4t+s 


3.18) a) —-2x—5, IR 


6x—5, IR 
— 8x? + 20x, IR 
2x—5 a 

+IR— (0 
Ee to3 


13.19) a) 2x + 1, IR 
2x+2, IR 


cx +4x+5 e) x)+2hx+h2+1 


O x+l 


b) /x+2 + /2-x, [-2;2] o) Sx+2+ Jx-3; [3; +00[ 
Jx+2- /2-x, [-2:2] s B; 
/4-x2, [-2;2] Sa+2e Jx—3; [3; +00] 


B) x+1, (x>0) 


+] h) 9x+1 
x - 


+ Jx+2 
2 (-2;2 rol 
x-2 4-3 


3.20) sugestão: escreva 


feto x+h-VX 
h 


h 


e multiplique o Numerador e o denominador por /x+h+ N/a 


321)a)0;8; -1; 12 
mB RSI 
b) elfoo] = 


2x, sex>1 


[2 É DA 
Teco] «[ mx>12 


3.29) *+3 


3.23) besd=ad+b 3.24) 12% 
T+x 


3.25) a) C(0)=1, s(0)=0, T(0)=0 


5 4 4 
a. SD=— Tib= 
ima SM 3 (1) 


E 


1 I 
b) [C(P — [SÊ = ("+39 To a 


el gua em) -L gua aa Ly, 
4 4 2 
É | Se? [CoP-ISWP 1 
— Ps1-|D| =1- = Es 
o) 1— [To] E [CP [CO To 
3.26) a) ímpar b) não se classifica c) par d) ímpar 
3.27) a) b) 
Y y 
T 
' 
| 
-3 


3.32) fx) — f(x) = (HD — (Mit =x]>22= (4-2) (%4 +29) 
X <xX 
x, M€ IR4 


3.33) Sugestão: Observe que 
h(x1) — h(x,) = (ft) + 8(%)) — (xo) + g(x5)) = [f(x1) — flxo)] + [g(x1) — g(x5)] 


e use o fato de Í € E serem não-decrescentes. 


| - (ut) lata) <O = Ny) < Ito). 


3.34) sim 3.35) não 


3.36) a) (5) HUD=1,H-)=0 
Z) mB 


b) x é qualquer número par. 
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3.42) a) (>=) = -1 9=1 db) R$ 


= j 
x 
> 
x 
3.43) a) b) D(D = [= 1; 1] K)=[1:2] 
| 
1 - 1 y 
> 3.52) f(x)=—— |; o gráfico de y=— sofre | 
x 
= 1 x > 
uma translação “para baixo”, de 1. 1 a 
css =—-T=== 
| 3.53) 3.54) 
| X 
f(x) + 1 f(x — 1) 
344) m=-—1 | 
Ay 
3.45) á 
1+x 
1 
kd el | ão 
a x 
4 3.55) [5; + 0[ 4” y=t o y= =x 
j 5 
aja 3.56) a b) 
1-x ) a) y Ay 
1 1 Es 4 a 
3.46) a) Em f(x, + x2) = [(x4) + f(x2), fazendo x, =— vem f(l) = (5) + f(x) e daí 
x 
ad E oN T E 
(5) = — f(x,) N x 
X> 4 
Também (E) =1 ( o) =Ix)+f (5) = f(x1) — f(x) 
x2 x2 X2 
1-0 
b) 19400) = (155) = 1-0 3.60) jyelR|y< —5 ou y>1) son 8 [Esta tez) 
2º) Do=]-1:4 | 
3.) q é impar. , a = AO MM ay 369) 4 =2:4; b= + 
= = x 


| | 367 


3.64) a) o gráfico de y=senx sofre uma translação “para cima”, de 2. 


é ni E 
b) o gráfico de y=cosx sofre uma translação “para a direita”, de A” 


E) período = 7 t y 

1 
= 
0 a Tx 

2 
-1 
3.65) a) período = q 
Ay 
=3m Em Ei sm 
Ed e l E Sb 


senx > 0: f(x) 
senx<O:f(x)=-—1 


e) 


td bode 
x<0:f0=0 


l 
3.66) PI UIRES IRS; Dig) =— (1! =0. 
x 


1 dd a 3x+2 
3.67) E! :IR— > R-— 1 ()= . 
2 2 E] 


x 


3.68) ((=1 e b=0) ou (a=-—1 e b qualquer). 


1 5 
3.69) a) FI:IR>IR; Hx) = + 
bx;x 


3.74) É: tel 


3.75) [-8; —4] 


3.76) [- 


Capítulo 4 
4.13) Dado e>0, seja =. Se 0<|x-4|<3, então 

[Wy-s|=|Gx-D-5|=3]|x-4]<35=8. 
4.14) Dado &>0, seja => Se 0<|x-2|<8, então 


liy-s|=|2x+3)—-5]=2|x-2]<25=e. 


4.15) Dado E >0, seja 5=e. Se 0<|x-5|<ô, então 


lio-(-9|=|[0-0)-(-Dj=|5-x|=|x-5|<ô=e. 


4.16) Dado E >, seja = Se 0<|x—0]<8, então 
lHiy-il=[d-2)-1]=2]x|<25=e. 
4.17) Dado e >0, seja 8=min (1,€). Se 0<[x— 1|<ô, então 
2 


die =x+2. 
2 


1.) 0<|x—1|<1, donde x£2. Assim, 


x- 
2)0<|x-1|<e 


2. 
E E eaf=Ins2-3|=[n-t]<o 


Portanto, | f(x)—3| = 


4.18) Dado e >0, seja ô=e. Se 0<|x— 1|<8, então 


2. 
E o -aj=Iw+n-al=In-i|<õ-* 


[fo —2|= 


4.19) Dado E >0, seja 5=e. Se 0<|x—2]<5, então 


ã =2 
—>——— -3]=|(x+0)-3]=|x-2]<ô=e. 


fo) — 3|= 


4.20) Dado e>0, seja 5=e. Se 0<|x—3]<ô, então 


Li) — (-9| = 2j=|(1-)+2|=|x-3]<ô=e. 


4.21) Dado e >0, seja 5 =min fi. Se0<|x-1|<ô, então 


1) 0<|x-1|<1, donde |x+1|<3 


2)0<|x-1| <S, donde [x -1]-3<. 


Assim, |x—I|.|x+1]<e 


|g-1|<e E: 
[x +27 -3]|<e 4 
e então | f(x)— 1] <e, 4 
' 
4.22) Dado e>0, seja 8=,/g. Se 0<|x—0|<3, então o 
3 
fy-il=|(1-xs)-1|=|2|=|x[/<8=e. "; 
| ' 
4.23) Dado E >0, seja 8=min (1.5). Se 0<|x-1|<ô, então 
1.) 0<|x—1|<1, donde |[x—2]<2 
2)0<|x-1|<, donde |x—1]-2<s. 
Assim, |x—1|-|x—2]<e. Temos então 
fig -0|=|x2-3x+2]=|x-1]- 2|<e. ' 
o 
* 4.24) Dado e>0, seja 5=min fi. + Se 0<|x—-0[<ô, então 
* 19)0<|x-0|<1, donde |x-1|<2 
29)0<|x-0] <=, donde |x|+2< e é daí 4“ 
lx|-|x-1|<e 
Assim, |fx) — 1|=[x2-x[=|x|-|x-1]<e 
a 
4.25) Dado e >0, seja 8=min E. Ea Se 0<|x-2|<3, então 
' 
. 1 1 o 
18) Dai) p=] < ,.s Honde:] po] > 4 


1 
2)0<|x-2] o donde |x—2]| <S + e então Ia-2leS ext] 


5 5|x—2 
Assim, [9-8] =| És] Susa, 
E 
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4.26) Dado E >0, seja 8=min [1.+). Se 0<|x-2]<5, então 


1.º) 0<|x—2|<1, donde |x|>1 
29 0<|x-2|<5, donde |x—2| < 


Assim, |f(x)—2| = [É-: 
x 


4.27) Dado e >0, seja 8=min E. +. Se 0<|x-2]<ô, então 
] 1 
19)0<]x-2]<—, donde [x 1] > 


29) 0 <|x-2] <=, donde pap<HeS <= pro 


42 
' x+3 8-4 | 4]x-2] 
Assim, |f()-5|=|—— —5|= =" <a 
x-1 x-1 fx-1] 


4.28) Dado e >0, seja 8= min [5 +. Se0<|x-1|<óô, então 


1 1 
19 0<|x-—1|<—, donde |x|>— 
10 <|x-1] <=, donde |x|>5 


290 <|x-1|<S, donde | 1] <e+|x] 


e 
x 


" 2-1 
Assim, |f)-1|=|—— —1|= 
x 


4.29) Dado e >0, seja 8= min Aço, Se 0<|x-(—1)|<ô, então 


19) 0<|x+1|<1, donde -2<x<0. Daí vem que 0<x!<4€e0<-—x<2, donde 


[e -x+1]<7. 


270 <|x+I| <= donde |x+1|+7<e e então 


. fx+1]e|x-x+1|<e 


Assim, |f)-2]=|(1-x)-2|=[|x+1|=|x+1|.[X-x+1]<e 


4.30) Dado e >0, seja 8=min (3,3). Se 0<|x— 4] <ô, então 


1º) 0<|x—4|<3, donde | <x<7. Daí vem /X>1, ou seja, Jx+2>3. 


2º) 0<|x-4]<3, ide e Ran 
Em 
Tyx+2] 


Assim, [f)—-2]=|/x-2]= 


4.31) 1.º) Se lim f(x) =L, então dado e > 0, existe ô> Otalquese0<|x—xo | <8, então | fx) —-L |<s, 5.10) Dado E >0, seja =5. Se 0<|x—0]<ô, então 


x-+x9 


o que significa também que | io) — L]-0|<e, isto é, pm, [f(x) — L]= 0. (3) [109 = f0)| es | (1=29-=1 | Ê 2| xl ams 
2º) Se lim [f(x) - L]=0, então dado e >0, existe 8>0 tal que se O<|x—x,|<3, então R: 
230 E 5.11) Dado e >0, seja 8=s. Se 0<|x—(—1)|<ô, então 


[ttx)-L]-0| <=, isto é, |fx)—-L|<e, o que significa que Jim f(x) =L. | [=] [=] =x [= [4 1] 0 = de 


4.32) Como lim f(x) =L, dado E > 0, existe d, > O talque,se0<|x —xo|<ô,,então | f(x)—-L| <e. 5.12) Dado E >0, seja Se. 88 0<|x-xo|<ô, então 
3 


Mas, pela desigualdade triangular, 
Iol-|L|<|fy-L|<e = 
e então a 
fo|<e+I]L]. É 
[ol <e+|L] y 
E 


| fe) — fixo) | = [3x — 3xo | = 3|x— xo] < 38 =. 


5.13) Dado ;>0, seja 8=min fe, |2—x0|). Se 0<|x—xo | <ô, então 
1.) 0<|x—xo|<|2-xo|, o que garante que x 2. 
>0, existe 8; > 0 tal que, se 0<|x— xo | < d,, então A 2.º) 0<|x—xo|<, donde (sendo x£2 e xo 2): 


2 =4 
— Ef=16+3 - Got =[x-so] <e 


g 
Como lim h(x)=0, dado &' =— —— 
a =+TL] 


| h(x)- 0] <e' e então | h(x) | < 


| fe) — fx) | = 


£ 11 
e+|L|' 4 x— Xxo— 


Assim, dado e >0, tomemos 8=min (ô,, d2). Se 0<|x—xo | <ô, tem-se ', 644) Dado 250 agja Resina | [=| Seo e] et, caio 
[on =0[=|fe)|-[h()|<(e+|L|.— E = e isto é, lim f(x)h(x) = 0. ) 1.)0<|x-xo|<|1-xo|, o que garante que x £ 1. 
e+|L] ea 2) 0<|x-xo| < e, donde (comx 1 e xo 1): 
4.33) Como f é limitada, existe um número M > 0 tal que | fo) |<M para todo x de seu domínio. Lito ex le 2-1 E x5=1 < [+ D) = (xo + D| = |x=x0] <E. 
- faod|= = h 
x=1 Xo— 
Como lim g(x)=0, dado e>0, em correspondência ao número rita O existe 8> 0 tal 
a ; e Ml É ” 
que se 0O<|x—xo|<ô, então [g()-0| <=, isto é le] <p. + 5.15) Dado e>0, seja 8=min [hd seo<|r-2l<s, então 
1 1 
|] o ne Eca pai Rs 
Assim, Ho) -go)=0] =| fo) [860] <M Gi =. y 1)0<|x 2| << donde |x = 
: 2)0<|x-2| <>, donde |x-2] <e-|x—1]. 
* 4.34) Reveja a demonstração do teorema da conservação do sinal (exerc. 4.12). Ali, ficou provado que 2 
Ê L as 
& dado e= e existe 550 tu que se 0O<|x—xo|<ô, então 1 Amim Lo-101=| 1 -|= |x-2] & 
4 Ê x-1 Ix—1] 
>L, 3L elxo — 1)? 
E “E Li 5.16) Seja xo > 1. Dado =>, tomemos 5 = min RE 5 e ) | 
3L L aa ã 
ou Sabe qi (para L<0) Se0<|x-xo| < 8, então 
' xo—1 
z IL] [31] |L| |3L| 190<|x—%0]< , donde 
Em ambos os casos, Qu aúbiis + logo tem-se Mia e N= 5 : 
xo—1 Xo— 
e assim Pt -— <xX—X< 2 
o<M<|gm|<N. sai 
ml je = 14 go it 
Capítulo 5 
' — —1 
E qe L a 2-1 Mod) 
5.9) Dado E >0, Sib ti= Se0<|x-2]<3, então 2 2 
xo—1 


tão |x—1 
[o-ftp|=|6+7-8|=|%-6|=3|x-2]<35=e. expeitao [hi Jia 


(xo — 1) 


2 
290<]x-x|< + donde 


lx-xo|<e-|x-1]-(xo—1) 


1 1 = 
Loo = fis) [=| — je | e 


Sp Ge) TEMA 


5.17) a) fo) — H2)=(5xº—2x—15)-1=5x2—2x— 16=(5x+8)(x— 2) 
3 


7 7 7 1 
b) Sejx-2]< E » tem-se — E <x-2< s , donde — <x < Te então |x] < . Temos ainda 


5 
3<5x< 7, donde ll <5x+8<25, logo |5x+8|<25 
Assim, para x £ 2 tem-se 
lo -fm|=|sx+8|-|x-2]<25.|x-2] 
Como, para x=2, tem-se 
Lig) — 29] =25[|x-2]=0, 
podemos escrever 
Ea 


[fo) — ft2)] <25|x — 2] 


4 fa 11 
c) Dado e >0, seja 5=min É. a Se0<|x-2|< 3, então 


7 
19) 0<|x-2]<-s, donde | f(x) 1(2)] <25]x—2] 
E E 
29) 0<|x-2|<—, donde | f(x) — f(2 seia 
) | | EE onde | f(x) — (2) | < 25 Es 
Capitulo 6 


6.20) a) —13 
6.21) a) O 


6.22) a) O 


b) 18 
ro 
6.23) — : 
) TZ 6.24) a) 1 


a 1 
6.25) k = e 6260) a =6, b= 2. 


6.27) fo) = (x + Dx — 2) (3x — 4). 
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1 3 8 
6.32) à) — O 


n— 
E 


rel 
Es E =13, b=—— 
633) —1 6.34) à a 


1 
3) a=0,b= |, c=— 
6.37) à c Fr 


6.39) a) 2x9 b) 3xã 


636) 3+22+b 


6.40) a) 3 +22 +b 
b3+a 


Capítulo 7 


1.5) 1.º) —3 
76) 1º) n-1 
10191 
78) 1.) 5 
79) 1.) 1 
710) 1) 2n—1 
741) 1º) —1 
742) 1.º) —1 
713) 1º) —4 
714) 1º) -3 
TAS) 1.º) —5 
7.16) 1.º) — 10 
717) 1.º) —4 
7.18) 1º) —5 
7.19) 1.º) —3 

3 
120 1º) 5 
721) 1) a=-2 
7129) 1º) m=1 


existe 
existe 
existe 
existe 
existe 
existe 
existe 
existe 
existe 
existe 
existe 
existe 
existe 
existe 


existe 


existe 


723) a) a=3 : c) não existe 


7.24) a) f é contínua no ponto xo =0 


b) f é continua à direita no ponto xo = 


7.25) f é continua no ponto xo =0. 


Capítulo 8 


8.9) + 
8.13) — oo 
8.17) — o 
8.21) +00 
8.25) — oo 
8.29) — 
8.33) — o 
8.54) a) -w 
8.56) a) + 
8.58) a) +00 
8.60) a) O 
8.62) a) +50 


8.64) a) E 


8.66) a) 8 
8.68) a) 16 


8.70) a) 1 
8.72) a) 0 


1 
8.74) a) — 

) a) 2 
8.76) a) O 


j 
8.78) a) — 
z 2 
8.80) a) O 
8.82) a) + 
8.84) a) | 


885) a=1, b=0 


8.86) —1 


8.10) +50 
8.14) +50 
8.18) — 00 
8.22) +50 
8.26) — 50 
8.30) — o 
8.34) +00 
b) + 
b) +o 
b) -o 
b) 0 
b) —-o 


Dre: 
45 

b) 8 

b) 16 


bi 
b) À 


b+o 


b) 0 


8.11) +00 
8.15) +00 
8.19) — oo 
8.23) +00 
8.27) —- 
8.31) — 0 
8.35) — 00 
8.55) a) + 
8.57) a) +00 
8.59) a) +00 
8.61)a) 1 
8.63) a) O 


8.65) a) O 
8.67) a) 2 
2 

8.69) a) + 
) a) 7 


8.71) a) 2 
8.73) a) 0 


875)a) 1 
8.77) à) +o 
8.79) a) O 
881)a)2 


8.83) a) O 


8.87) a=9 


8.12) +00 
8.16) +00 
8.20) +00 
8.24) —o 
8.28) +00 
8.32) — 00 
8.36) +50 


b) + 


b É 


b) +00 


bi 
bo 


bo 


b) 72 


2 
== 
ár 


b2 
bjo 


b) —1 


DE 
b)0 


b) 0 
b) 


8.88) a=0, b= 1, c=-2,d=1 


3 


3 
9.13) — 
! > 


9.19) 6/2 


4 
9.8 

) 7 

! 

9.149) — 

) 3 


1 
9.20) — 
À 2 


9.9)5 
9.15) — ! 
É 2 


9.21)8 


9.23) 4 9.24) — sena 


9.28) 2 9.29) 0 
9.34) —/3 


9.43) 1 
1 

9.46) — 

E; 
9.49) 0 
1 

9.52) — 
32 


9.55) 5 
9.58) 9 
9.61) 2] 
9.64) 16 
9.67) 0 
9.70) 0 
9.76) 2 
9.79) +00 
9.82) +00 


9.85) —1 
1 

9.88) —-— 
) 2 
9.91) +90 


1 
9.103) —= 
Y 


9.106) e? 


9.109) Ye 


9.112) e? 


9.115) e? 
9.118) e* 
9.121) e 
9.124) 1 
9.127) 1 
9.130) 1 


9.133) —1 


9.25) 3 


1 
9.30) 0 93) — 
) = 


9.41) 25 


9.44) 2 
9.47) 4 


9.50) 0 
9.53) 27 


9.56) 1 
9.59) 64 
9.62) 1 
9.65) 2 
9.68) +00 
9.71) +00 
917) -3 
9.80) 90 
9.83) 1 


! 
.86) —— 
9.86) 2 


9.89) +00 
9.92) +00 
9.104) ed 
e 
9.107) et 


1 
910) 

1 
NEI 
9.116) e$ 
9.119) Ye 
9.122) 2 Ina 
9.125) 10 log e 
9.128) 1 

1 
9.13) — 
5 


9.113) 


9.134) 1 


9.26) 2 


9.32) 1 
1 
9.4) — 
dr; 


9.45) a 
3 
9.48). +00 


9.51) +00 
9.54) 128 


9,57) 64 
9.60) 25 
9.63) 4 
9.66) 9 
9.69) 1 


9.78) 0 
9.81) — 0 
9.84) O 


9.87) 0 


9.90) — 0 


9.93) — 00 


9.105) e? 


9.108) Je? 


9.111) e$ 


9.114) + 


e 
9117) Jo 
9.120) e? 
9.123) —1 
9.126) 1 
9.129) 0 


9.132) 1 


9.271 


9.33) 1 


Capítulo 10 
10.13):a) —7 


10.14) f'(a) = 3a? + 2a 


b)y=-—4 


11.13) y = 32x — 48 


1 3 
HI) y=>x+— 
Dy E 3 


11.15) (2;8) e (—2; —8) 


10.15) a) 6 b) -— gl d) —1 ej— Epa 2 
9 2/10 2 ILI6) y = —2/3x+ e 4 
. 
10.16) a)2 ; nin y=5 
da 
b) —1 11.18) a) 6) = | 4x!) 9 roo=[ l, para x >3 
dy=2x-1 mM res=[ 3x2, para x > 0 —l, para x <3 
d y=-n+2 —3xº?, para x < 0 d) f(x) = [2x—6] 
11.19) A equação da reta t é 
y— sena = cosa (x—a) 
sal Como a reta passa pela origem, temos: 
10.17) a) 2 — sena = cosa (—a) 
b) não existe donde a=tga 
11.20) S = (0; n), para n > | 
S=(l1),paran=1 
E 1.210) fg) =x2+2x+3 ou flxy)=-x2-2x—3 
1122) b=2 é e=1 
10.18) a) não existe bx=2 ns a gel 
3 2 
- Capítulo 11 
5 11.24) 80) =5 e g(3)= 13 
1111) a) f(x) = 0 h) f(x) = 35x* á 
b) f(x) = 5xé i) f(x) = 4cosx 11.27) a) f(x) = (2x) senx + x? cos x 
| o f(x) =1 b) f(x) = (5xº) « (sen x) (cos x) + x(cos? x) — x*(sen? x) 
- pe; 2 
| d) ese P tiy= 24 9 fy)= óxicos x) + 3x?(sen x) 
| x* E cos? x 
” l ” 5 x*+2x+8x2—3 
e (0) =—— k f()=—— SJftgy=D"""———— 
| 2 2/% 2/% eo (23? 
| é " —6x—5 
| | f) Ele dae 1 fo) = me! ! e) Rã 
|) a = m —3X2 —- 1 x2-2x-3 
| Hx) = = Fo fe wu 
| e) fx) Ni m) fg) = 3x Eis (+ (ut? 
||] a £g) f'(x) = sec? x + cossec? x 
| 11.12) a) f(x) = 12x? — 12x — 7 h) f(x) = secx tg x — cossec x 
b) f(x) = 6xº 12 cos Kd dao D Px) = WE tgx + x sec 
| ce) Pio? dr SR b 5) f(x) = 2x + 7secxtgx 


ano 


nº ( E 
11,28) y-— =1[x-— 
Hy 4 5) 


131) a) f(x) = 4. In4 
b fg =e 
e) f(x) = 3”. 2n3 
d) f(x) =40-In2. 25 
à itj=el 

x 

1 


D Po) a 


11.32) à) f(x)=4º. In4. senx + 4º. cosx 
2 (In 2 + cosx + sen x) 
cos? x 


b) fe)= 


Er» Si 
11.29) CRT 


! 
E) = — 
8 o) xIn3 
5 
bh) H()=—— 
! & xlIn2 


” 6 
b is xIn2 


o) f(x) =5x!(3senxlnx+xcosxIn x + sen x) 


11.34) a) f(x) = 6xº + 20x? — 6x? 
b) f(x) =15x*-21x2+6x—1 


11,35) f(x) = (21xº 45x?) senx + (3x — 10x) cos x 


11.36) a) f(x) = 4x — 6x2 + 10x — 2 
b) f(x) = 12x? — 12x + 10 
o) f(x) = 24x — 12 


11.37) 0 


Capítulo 12 


12.15) a) f(x) = 4sen? x. cos x 
b) f(x) = —4cos? x « senx 
o) f(x) = 80x? (xt + 5) 
d) f(x) = 2senx + cosx 


e) f(x) = 


il 5 
xIn2 Vega 


o ft) => (no? 
x 


—2 cosx 
9 ty=S 
- sen" x 
mz 2 cosx 
O e 
Dt) = E 


ER 


d) 1x) = 24 
e) g'(x) = 3cosx — sen x 
O) gx) = —3 senx — cos x 


12.16) a) f(x) = 5x! + cos x 
b) f(x) = —15x? sen x? 
c) f(x) = 4xº sec? x* 
d) f(x) = (15x? + 2x) cos (5x? + x?) 


e) f(x) = — (cos x) « sen (sen x) 
o tw=L 
x 
6x+5 
f(x) = 
BAR) 3x2 + 5x 
h) (xy) = e 
“(+D-h2 
i) f(x) = 3e% 


D f(x) = 3x ce” 

k) f(x) = (6x + 1) «ella 

D f(x) = 2x (04). 4º 
m) f(x) = (In 2) (cos x) « 2x 


) Ft) = EE 
n) fl) =—— 
2/x 
2 1 
o) f(x) = a cos = 


am 


12.17) a) f(x) = 10x (sen* x?) + cos x? 
b) f(x) = 42xº (sen x")? (cos x”) 


e) f(x) -— - (In x?) 


9) F6) = se logs 


e) f(x) = 3x? esa X . cos x? 
xt + 3x? é 


12.18) à) f(x) = * cos——— 
pm, [é x+1 


b) f(x) = 2(sen x cos x) In x? + a «sen?x 
x 


c) f(x) = — senx + senx cos? x 
d) (x) = 2(sec? x) (tg x) + 60% 


4 
air 


2 
Dfy=e (x farta 4 SEO ) 


2/xº + 4x 


*(senx?— 2x2 In x + cos? x?) 
a x? 


D) f(x) = (In 2) « (3x?) (cos x?) + 2 
3x2(cos x?) 


fi A 
a 2/sen xº 

des 5 

W fo) = 10x* - cosx 


3Ysen xº 


) f(x) = E « cos (In x?) 


12.19) a) 6 ou —6 
b)12 ou —12 


12.20) 56 


12.21) a) f(x) = sen xº 
b) f(x) = 3x? + cos x? 


12.22) a) —4xº «sen x* 
b) —4senx « (cos x)? 


1 f c) 16x!$ 
8 f(x) =3x?. sen — 2 cos— 
XxX XxX 
—Cos x cos x 
b) fi) = = 
DF) ie sen? x 
2 
12.24) à) f(x) = (sen x) * [- senx-+ In (sen x) + 22] 
sen x 
Dt) =x(L+Inx) 
1-Inx 
fg) =x. ( E 
XxX 
2 
d) Po) = (241 [n (241) + E | 
xX+1 
e) P(x) = «Inx xx 
x 
D fi) = (sen x) [n (sen x) + LOS E] 
+ sen x 
1225) FG) = [g6)PO + fra «Im [gt] + det, 
g(x) 
1227 9) fl) =x? cosx. e E ET 1) 
x cos x 
2 
b) Pl) = (x2+2)* (x2— 1) (sen x) [ e SS +] 
xX+2 x2-1 senx 


c) f(x) = (sen xs * [- senx In (sen x) + 


cos? ] 
sen x 
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| d) fg) =x +Inx) 
Capítulo 14 
| eo fg) =x). (2xInx+x) 
-9º Pa 1 9 
D to) = xXx? — 3) E sa 6&x | cos a) veia À dd a és 
sen x x x?-3 senx 12 8 
É 9-1 ad pel e 
106) = fi E 1 A. 3 
8) f(x) = x) + (+ 5 FE - - : 
1 cosx 
| Bum 1 1 2 
| ) f(x) = (a sen x x 14.7) DS 95 5 
HO) = 3 2x 1 2cosx “o i 
DD FO) = 1) + Ê + pr FE a] b) 0 d) E n2 
—2xy 
1231) a) y' = 
Rae 14.8) a) —o0 e) 5 oyo 
2 
by=- ; 
EE b) -1 di EE 
E 
sec? y —x ; 
1 ! 14.12) .a) x 5) a 90 
Dy'= =] 
P-1 x+y-1 va aa To 
12.32) 14x — 13y + 12 =0 et dó vs he Pr 
1 1 
Capítulo 13 14.17) a) a b)0 c) E d) —1 
4 
1 1 1 1 14.18) a) e$ c) el 91 ) é? DR! k) em! 
ni À TE ai o bl q) ess 01 hi pe Di 
13.7) a) f(x) pi, 138) a) 6) = 14.21) a) 198 m/s c) 94 ms 
a = 8a f)=—=== e fora E Ê 
2 i-25 ) Era bv=4- 6246 d) a = 122 — 12t 
É sê ses ui x li 
% b) f(x) =—=== b) fg) = =-— —t+— 
dada q: RO Ri 142) a) v= — sen (Es -) 
A poda pa at —5m? G 5) 
(x) =—— fo) = = E bag 
o) Fx) Tra SPEA 21+x?) /arctgx ido 36 e 2 
=3 
d) f(x) = o a 
 TraR Mais 14.23) mi 
O 
é Pix) =—== 
gti rar ' 14.25) 2400 xcm?/s 11 
2x+2 E 
Poa = = 14.26) 4r m?/s 
| - 1 Em - (+? 
) 14.27) 27R 
|| £) f(x) = 3x? carccosx — 
14.28) 10x m 
=ij 
h) f(x) =-———+ 
| (arc tg x) (1 +x?) ' ES 0,06 Hmh 
| 
382 
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15.20) a) não há 


15.19) a) não há 


Capítulo 15 


b) não há 


e) 


b2 


E RR ee 
I 
I 
L 
3 


ne 


15.2) a)2e —2 


b) crescente em ]-c0; —2] e [2; +oo0[ decrescente em [—2; 2] 


Je l2; +» 


15.3) crescente em [0; 


0;0]e [1;2] 


decrescente em ]— 


=, geladas 


15.4) -I<m<1 


A 


b) não há 
e) 


15.14) a) 3 


y 


= 
ES 
E) 
'g 
E 
q 
q 
(2) 
Ro 
omg 
sa 
oo 
am ag 
ER: 
CEO) 
a 
o! 
Ea - 


15.24) a) 2 


15.23) a) 1 


b) 6 
2) 


GOA 


12314 


15.16) a) não há 
b)3 
e) 


15.18) a) não há 
b) não há 


15.15) a) O 
ble- 
e) 


15.17) a) —1 + 


“SE E 


15.25) a) O 15.26) à) 1 é 15.42) 6 e2 - 15.43) (2; 1) ) 15.44) A 10km de A 
b) não há b) não há 
(9) (2) ) 15.45) a) Às 16 horas b) 20,/5km 
k 
dt 
são 4 
0=2rad 
| 
| 15.47) é o quadrado de lado 8m 15.48) Quadrado de lado 5 m 
> a) 15.49) x = 100m e y = 200m 
x 
R/2 
8 15.28) a) 0 15.50) x= e y=R/2 
1527) 0) 5 »1 j 2 
b 0 e) 


E) eras 


perímetro = 5R 


15.5) x=y=RV2 


15.59) x=5e y=E 


26/13 
15.54) m 
a 
15.29) a) não há 15.30) a) 2 15.55) base = 15 cm 
b)2 b)3 ' altura = 60 cm 


e) e) 


L 
pedaço do círculo: x 
4+ 
15.56) a) 
pedaço do quadrado: 


4+7 


b) Deve-se usar todo o arame para o círculo. 


raio da base - 


2. 


/2R 
altura = 


15.31) máximo: —1 
minimo: —3 


32nRº 


volume = 


15.33) a) 1 b) -2 


2/3R J6:R 
er= 
3 3 


15.59) r= El E tag Leitos 
nr r 


15.58) h= 


15.34) a) 3 15.60) r=2m e h=4m 


15.35) 2) O 


2/2R 4R 
3 


15.36) a) -3 e 2 
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Capítulo 16 
x 
16.6) à) q +e 
1 
b) —— +e 
) 2x2 
3x 


[o +e 
a 


d)e+e 
16.7) 52; 248; 196 


JS 


168) a) 5 = 0,866 
16.9) a) 5 = 1,333 


16.10) a) 27 = 6,283 
16.11) a = 1,53 (3759) 
2 
x 

16.18 a 
) a) Rs 
bx+e 
2 


x 
JD ++ 
Rs x +e 


x? 
Dt ra +e 


16.12) /2- 1 = 0,414 


16.19) feras = fresros ap +e 


In et 


a 


16.20) q(x) = sen x a 


16.21) q) x) + 3x +2 


16.22) a) Ssenx + & 


b):—3e + c 


5 
16.23) a) x! sis —2cosx +c 


b) x 
! 4 


E da 


97 +e 


d) cost+c 


e) xi+2x+c 


D+ +x+re 


243 
3 


g) + 3senx+c 


axé 
nm + 3cosx + Ina 


dl = 0,458 
24 


yE-1205n 
2 


e) —sent+ce 


2x) 
GE quem 
3 & 


6 
e) -ectnjal + re 


d 3 -IleIn|x|-5x+c 


16.13) 37,500 


16.24) a) [senha ax = [= 


2 


à nto 
b) [os de E: [a 


2 2 
o 


c 


Capítulo 17 


3x — 1)$ 
1710) a) EM + 


| da 
) Tea rap + * 


9) cos (E x)+c 
3 


J-— et Lo 
1711) x sen 2x 
4 
1º |x-2] 
17,13) a) — In—— + e 
4 |x+2] 


1714) x— In|2x+1]+c 


1725) a eé +c 
b)senx?+c 
2/03— 17 
J—————— + e 
3 
sen? x 
5 


17.26) a) + 


e —e* pp cÊ Ca - ego 


1 
dx=— |(E+eN)d = 
x + fe e Ydx 


+c=senhx+c 


1 
9 in|sx-i|+e 
h) =In[=x+3] + 
je À 
Do inl4x+3] +e 
E 1 
E) = in] =384+7] + e 


x sen 3x 


17.12) asd 
) 2 6 +c 
1 |x-3] 
bb—n-——— +e 
8 |3x-1] 


2 
mas = +2In|x-I|+e 


d) In|2x-1|+c 
2x +x) + 


Din[6x-5x+1|+e 


b) In |senx| + c 


a 


ano 


In? In? 
EA um b)in [Iinx|+c na) SE so 


17.27) a) a 


$a 


17.29) a) = dO bom bé+i]+e 92Y/K-3P +e  d- 


E 1//Qx+3) 
17.30) o2(MED , gt) +e Rd 


3 2 5 
17.35) a) (x —- 1) + e c) Xsenx + cosx + c 
b) e(3x— 4) + e d) —(2x+ I)cosx + 2senx + c 
3 
17.36) a (nx -5) +e 17.37) (x? — 2x +2) + e 17.38) 


17.39) x? senx + 2x cosx — 2senx 17.40) X, = £º€* — nXç.4 


cos x* 


+e 


— 2 /(0x+3) + 9/5053) 


et(senx— cos x) 


Capítulo 18 
= 1 
18.1) a) —1 b) JE 92 d) In /5 
2-3 
18.2) o b) ci c) In & d) In 2 90 DIn4-1 


18.3) Seja q uma primitiva de f. 
a) Pelo teorema fundamental do Cálculo, temos 


b e 
Í f(x) dx = q(b) — o(a) [ fx) dx = q(c) — q(b) 
a b 
Somando membro a membro 
Db e 
[ f(x) dx + [ f(x) dx = q(e) — q(a) 
a b 


Logo ' 

b e e 

[ f(x) dx + [ f(x) dx e) f(x) dx 
a db a 


b a 


b) [ fo) dt = q(b) — gta) = — (o(a) — q) = — [ fo dx 
REA 


db 


3 9m 
184) — 18.6) — 
À g + ) 2 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


1.1) 1.º) Observe que lyã= o? >0, e desenvolva o quadrado. 
2) (a-b)>0 <> a2+b?-22b>0 «a? +b?>2ab 
a2+b? 
ab 
3.º) Observe que (a —b)? + (b-c)? + (c—-a)? > 0, e desenvolva os quadrados. 
4.) Da 2.º desigualdade acima: 


(+ (ES) +5)>6 
b a E a c b 


Dai (ED (TD) (EE So 
c a a c b a b c 


1 1 1 l l 1 ! l | 
al-+—+>])+b|—>+— +—)+tel—> +— +-]>9 
O é É a é % a B Rê 


5º) A 1.º desigualdade permite escrever: 


SE ga 
b & 


etc. 


aj+1 
E ida 
1 
ac >vm1 
+1 
sr 2/21 
Multiplique membro a membro. 
+o? 
63) E em > p+eg>a(p+a) > 
P+q 


P(l-a) >aq(l-a) > p <ag 2 ca 


12) Compare x? e y?; daí: 


gado 
ab>0=>x=y 
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1.3) a) todos os elementos de E e também o número zero. 
b) zero 
c) Suponha que numa vizinhança V(a) o número de elementos de E é finito; há, então, aquele 
ponto cuja distância a a é a menor; tome então uma vizinhança de a com raio menor que essa 
distância. Há, então, uma contradição. 


1.4) a) Faça a=0 :1(0)=0 
b) faça b= —a 
e) f(2) = f(1) + f(1) 
f(3) = (2) + (1) 
D=UD+HD) 5 O fm =níl)=nk 
f(n) = n= D+(1) 


Faça uma verificação da fórmula acima, usando INDUÇÃO. 
lS)b=0ca=+1 
1.6) a) J= 1d 


fe) =) 


17) >0 
X1—X2 (a-D(b—1) 


arcsenx=a = senda =x 
arccosx=P = cosB=x 


1.8) Faça / 


e calcule sen (« +) = sena cos B + sen P cosa 


11.1) Dado e >0, seja 8=min (+). Se0o<|x-1|<ô, então 


1.) 0<|x—1|<1, donde [2x+3|<7 


2] O<jx-1]<>, donde |x—1|+7<e 


Assim, lx-1]-|2x+3]<e 
[2x +x-3|<e- 
|(0Qx+x+3)-6|<: 


e então [fm -6]<e. 


11.2) Dado 50, seja ô=min fr + Se 0< E ô, então 


1 | ! 
1.º) 0<|x-—| <—, donde |x| > — 
, 2 4 4 


E 1 
2º) 0< die <p donde a-5l< 


2 
1 

Assim, | f(x)—2] =[5-2| = 
x 
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1.3) Dado E >0, seja ==. Se0<|x-1|<3, então 


3x] —-x—2 
—1 


x-2x+1 
x-1 


lia) — 5] = 


-s|=5. [-3-In-1l<õ-s 


3. 3% 
Tí.4) Dado e>0, seja 5=min Hs Ea Se 0<|x—1|<ô, então: 


1 7 
tag e fra (2, donde — < x <—. Daí vem: 
4 4 4 


JR >— e então firi>s 


29 0<|x-1|<Z, donde LEA o, 


2 


lx=1]  Ix=1] 
a fg 


VR+] Ei 


2 


Assim, |f)-1|=|/x-1|= 


I[.5) Dado e>0, seja 5=min (7,7). Se 0<|x— 8]<ô, então: 
1º) 0<|x—8|<7, donde | <x< 15. Daí vem: 


Y>t e Yw>1, logo |JX+2Jk+4|>7 
|x=8] 


2)0<|x-8|<7, donde === és 


|x=8] |x-81 


NEsgRr] O q 


1.6) Dado e>0, seja s=—. Se 0<|x-xo|<ô, então 


Assim, |f)-2| =| Yx-2| = E qu 


| fo) — fixo) | = | (2x+3) — (xo +3)] =2]x-x0] <€ 


11.7) Dado e>0, seja 8=min e, [1+xo|). Se 0<|x—xo]<ô, então 


19) 0<|x-xo|<|1+xo]. Isto garante que x —1. 
2º) 0<|x— xo] <e, donde (sendo x — 1 e xo —1): 


x2-x-2 x-%—2 
f(x) — fi =| >— —-———— | = -)- -B|=|x-x|<e. 
| fo) — fixo) | Ni EE [a-D-(16-2]=| o| 


11.8) a) f(x) — (1) = (x — 1) (2x +3) 
7 7 Tá 
b)Se|x-1|<—, então -— <x-|<—, 
2 2 2) 


é 5 9 a y 
Daí, vem: Fa Mio. DreINÃO x] e Temos 


Lo = ()|=|(x-1)]-[2x+3] 


Como —5<2x<9, temos —2<2x+3<12, donde |2x+3|<12. Assim, (vale a igualdade 
para x=1): 


Lico — | <12-[|x-1] 


7 
c) Dado s>0, seja semi [E, Else 0o<|x-1|<ô, então 


190<|x-1|<5, donde | f(x) — f(1)| < 12[x—1]| 


290<|x-1] e donde | ft) — (1) | < E. 


! À 
11.9) — 1 AD) — 
) 3 91 T.11) 7 
mig ua “mag 
y 2 13) E e] 
2 ! 3 
ILIS 2 11.16) — 1,17) — 
) 4 ) 5 7 g 
6 1 
1.18) — 19) — 
= A 11.19) g 
14 j 
11.20) a = —-t, b= TA TL.21) f(x) = (x— 1) (x +3) (x + 1) 
11.22) 0) = x(x + 1) (x +42) 
1.23) a) A =8 b1 
! 
11.24) a) E b) 0 c) não existe 
1.25) a) —1 b)1 c) não existe 
11.26) a) 3 b) —3 c) não existe 
11.27) a) E b) 2 c) não existe 
2 7À 
1 
11.28) a) a mi -ba=-1 c) não 
11.29) — 00 1.30) —o0 1.31) +00 
11.32) +00 11.33) +00 À 1.34) —o0 
11.35) a) U bo 
11.36) a) 0 b) não existe 
11.37) à) +00 b) —oo 
11.38) a), 3 b)3 
11.39) a) 1 b) +00 
11.40) a) O bo 
11.41) à) d b) não existe 
1142) -1 11.43) a = - 


394 


11.44) À 1495 11.46) 10,/2 
5 

11.47) 2 1148) —4 11.49) +50 
11.50) Y3 1.51) 0 11.52) 4 

1 
11.53) O 11.54) +00 1155) 

1 
11.56) — 00 11.57) Ye 11.58) — 

e 
11.59) 11.60) e$ 11.61) 8In2 11.62) —1 


mn) a) Ft) = cosx cos? a = x seny » fe) = —2x e =yY. 
TI1.2) a) 5 b)2 co) 0 d) o 

111.3) 240 cm?/s 

UL4) à) [os +] e [E 2x] b) 5: a 

H1.5) x = Idm 

11.6) máximo relativo: —2 W1L7) m=24en= —13 


mínimo relativo: +4 


WD)aA=1,B=2C=-2 
2 
+= 2m |x+1] 


rs REIS 
1V.2) Aut - Ato +. 1V3) X= 


secxtgx 


cx (secx+tgx) sec? x +secx e tgx es 
104) [secas = [E : E ax= [ dx=1 


secx+tgx 


Fazendo secx+tg x=u, temos 


tg Bi du 
(secx + tg E: 


+ (tem) du 
+ (te) =— 
(secx) g Fa 
(sec x + tg x + sec? x) dx = du 
Substituindo na integral, vem: 


1= [Se= tm ul te=to [mex 
u 


1 
IV.5) In | cossecx+cotgx| + e 1V.6) — = In? 


+tgx| +c 


cosx + 


11.63) —3 


secx-tgx + In|secx + tg x] 
"Dn ++ 


2 


nm gt o a a az 
ER 1 é k=[ (n—1) sent?» cost x du = (1-1) [ sen'-2x (| —sen? x) dx 
2 3 n+1 ! o o 
Da ad Ea É E O) a E o 
0 Ly 2 27) 3 n-1/ n n/ n+1 pl 
L=(n—1) ] sen'-2xdx — (n— 1) | sen" x dx 
+ 
pe el ) o 
n+1: NS RÁ Ss pesaea 
ho: K 
IV.8)a=1, b=-2 e c=2 
; dr case h=(n-DLho-(n-D1 
A ai L+G-DL=(0-Dk-: 
DF a 
c) porque (note que f(x) > 0, VxelR) Estojo e E h-a 
2 1 2 
3 õ 
] fo) dx = Í fo) dx + Í fo) dx (= +6) b) L = A = E -s 
o o 1 
1 
IV.10) Has tim= [ x+. (1x) dx 
ye 
Vamos integrar por partes, fazendo 
f(x) = xº*! (portanto, f(x) = (a + 1) xº) RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE VESTIBULARES 
e 
E. 
em) =(1-x" (portanto, g(x) = fa —xPdx= — 1] 
ida TESTES 
Assim, 
1 = Em e 
Hestim- | x t(l=xf dx = (est Lo] -] ap SE gue, 
n+1 n+1 1 
z o o o 
DE Cá 
& o 
1 
=] DAS esqioaypttg= EL tg d) 
n+1 n+1 


o 


a/2 al2 
IV.11) a) Vamos escrever I, e[ sen" x dx = Í sent"! x. senx dx 
a o —) 


Fazendo f(x) =sen""! x e g'(x) = sen x, temos 


f(x) =(n— I)senf"2x-cosx e s69= [et = [enxas = — cosx 


Então: 


a 
e 
b 
a 
b 
b 
b 
d 
b 
c 
b 
b 
d 
e 
d 
a 
b 


o 
“eos 0a os gasogos as 


n/2 12 R/2 
= | sex de= sent cosx | — Í (n—1)sen'-2x-cosx(—cos x) dx 
o o 


gm) 
0 


Coros ro o reg oaoaa aaa s 
avaoosvsocoosLgas.dags aca 
conocronosgaçassas os 
ecoorcraoanogsnrnao ss coa ga 


oo 


120) (x) = 1+ /x+4 


QUESTÃO DISCURSIVAS 


137) raízes: 0 e 1 


ponto de mínimo: x nas 


gráfico: 


Es 


138) Seja F(x)=P(x) + Q(x)=P(x) + ax”. Temos P'(0)=0 e P“(0) > 0. Então, como F'(x)=P“(x) +arx"”!, 
vem F'(0)=P'(0)=0 e como F"(x)=P“(x) +ar(r — 1)x'"2, vem F'(0)=P“(0)>0 donde F(x) 
tem mínimo relativo para x =0. 


E RM 139 a=b=4m 
| 1 b 
Ê 140) — 
: 2 
121) 2x 127) cos a q 141) 3 
122) +00 128) —4 ! R/2 R/D 
1 129) —6 A 182) ( i ) 
123) — 2 2 
2 “x 130)3 ou 1 H 
124) 0 131) m< 12 j 
1)xfa . - 
es ho cos a “ ' 
a) ! 
126) | 3k? ) 
b) +00 


132) y=k +(3-2k)x+k 6 x 2kx+k+ 3X y=0 + kk 12+(xX-y)=0 


A última equação é satisfeita para x = 1 ey = 3, qualquer que seja k IR. Portanto, todas as curvas 
passam pelo ponto P(1; 3). 


y=2kx+3- 2X 
Fazendo x=1 :y(ry=2k+3-2k=3 
A reta que tangencia as curvas no ponto P tem equação 
y-3=m(x-1) 


onde 


o 
Portanto, a equação da reta tangente é 


134) A função dada não é derivável no ponto x = 1, pois, como f(x) só é definida para x > 1, não existe 


133) x = + km keZ | 


| 
a derivada à esquerda no ponto x = 1. Assim, só podemos dizer que f(x) é derivável à direita no ; | 
ponto x=1, | 8 
E d 2-42 | 
135) y = Sex 136) t= uai 


| senx] 2 é , j 


